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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

 

Актуальность темы исследования 

В настоящее время отмечается бурный рост потребности в отечественном 

производстве и сертификации технологических устройств и систем для 

использования во всех отраслях промышленности: транспорте, энергетике, 

электротехнике и микроэлектронике, ИТ и коммуникационных сетях, 

биомедицине и других. Надежность и долговечность технологических систем 

теснейшим образом связаны со структурой и внутренним напряжённо-

деформированном состоянием материалов и узлов. Рациональный учёт этих 

аспектов является одним из ключевых требований современных подходов к 

проектированию, основанных на численном моделировании поведения 

материалов и узлов в условиях их эксплуатации, которые включают 

механические и тепловые нагрузки в статическом и динамическом режимах, 

циклические и ударные деформации, электромагнитные поля, а также влияние 

агрессивных сред, радиации и космических лучей, быстрых перепадов 

температур и экстремальных условий применения при особо низких 

температурах Арктики или высоких слоев атмосферы, или при особо высоких 

температурах и давлениях при полете или в двигательных и реакторных 

устройствах. 

Остаточные внутренние напряжения оказывают определяющее влияние на 

прочность, устойчивость, трещиностойкость и функционирование 

технологических систем. Это влияние широко используется в инженерных 

конструкциях и устройствах для повышения ресурса и защиты от усталостного 

разрушения путем поверхностной обработки механическими, химическими и 

тепловыми воздействиями, в том числе с помощью нанесения покрытий, 

модификации поверхности, фазовых превращений и т.п. Сложность оценки и 

учета остаточных напряжений связана с тем, что они наличествуют в материалах 
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и узлах как трехмерные поля тензорных величин, присутствующие в виде 

статистических распределений на макро-, микро- и нано-размерных масштабах. 

Эти распределения тесно коррелируют с историей термомеханической обработки 

образца, с его общей геометрией, аморфной и/или кристаллической зёренной 

структурой, а также присутствием дислокаций, включений, преципитатов, 

вакансий и пустот. 

С фундаментальной точки зрения, актуальность выбранной темы 

исследования обусловлена необходимостью и сложностью учета влияния 

иерархической структуры природных и современных инженерных материалов на 

их поведение в условиях комплексного нагружения, в особенности при 

эксплуатации в сложных, новых технологических процессах. Достоверность 

описания и моделирования иерархически структурированных материалов и 

систем может быть достигнута лишь путем валидации концептуальных 

представлений и численных предсказаний посредством корреляции с 

наблюдениями и цифровыми данными, полученными экспериментальными 

методами соответствующего пространственно-временного разрешения и 

чувствительности к ключевым физико-механическим параметрам.  

Таким образом, разработка новых и модификация ранее предложенных 

математических моделей механического поведения материалов и систем в 

рамках тесной расчётно-экспериментальной корреляции (РЭК) является одной 

из актуальных задач науки о материалах, включающего существенные аспекты 

физики конденсированного состояния, механики деформируемого твердого тела, 

взаимодействия излучения с веществом, и имеющего значительный круг 

приложений в области современных инженерных технологий. 

Степень разработанности темы исследования 

Ввиду сложности проблемы определения и учета деформационных свойств 

и внутренних (остаточных) напряжений на всех характерных масштабах 

структурной организации материала, ее решение требует разработки и 

применения подходов, сочетающих теоретические и численные методы с 

экспериментальными исследованиями с использованием всего спектра 
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аналитических инструментов, позволяющих проводить валидацию оценок и 

расчетов. Рациональный контроль внутреннего деформированного и 

напряженного состояния компонентов, узлов и материалов позволяет снизить их 

вес при надежном обеспечении заданных служебных свойств и долговечности 

при эксплуатации. Например, надежность авиационных двигателей и 

газотранспортных систем напрямую зависит от прочности жаропрочных сплавов 

и высокотемпературных керамических покрытий, используемых при 

изготовлении лопаток, дисков и камер сгорания газовых турбин. Рабочие 

нагрузки легких сплавов титана и алюминия могут быть значительно увеличены 

за счет создания внутренних напряжений путём поверхностного упрочнения 

дробеструйной или лазерной ударной обработкой. Внутренние напряжения в 

композиционных материалах на основе углеволокна с эпоксидными матрицами 

определяют выносливость этих систем при экстремальных нагрузках, например, 

на крыло самолета при резких порывах ветра или изменении траектории, а также 

вследствие ударных воздействий, которые могут приводить к малозаметным 

межслойным повреждениям или разрыву волокон. Остаточные напряжения в 

микроэлектронных компонентах и схемах контролируют функциональные 

свойства (например, ширину запрещённой зоны), но также влияют на процессы 

электромиграции и могут вести к образованию пустот и трещин, нарушению 

сплошности, разрушению компонентов и отказу машин. Остаточные напряжения 

в медицинских имплантируемых устройствах, таких, как протезы или скаффолды 

для роста тканей определяют их взаимодействие с живыми тканями и управляют 

процессами интеграции костных и мягких тканей и ходом заживления. 

Большое значение приобретает возможность определения, моделирования, 

создания и оптимизации внутренних напряжений и деформаций с целью 

обеспечения параметров, заложенных на этапе конструирования. Такая работа 

должна быть проведена в соответствии со структурными уровнями 

иерархической организации конкретных материалов. Развитию описания 

процессов деформации и внутреннего напряженного состояния материалов и 

сред на разных структурных масштабах только в России посвящены работы 
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Корсунского М.И. [16], Давиденкова  Н.Н. [17][18][19], Биргера И.А. [21], 

Инденбома В.Л. [114][115], Христиановича С.А., Баренблатта Г.И. [130], 

Салганика Р.Л., Псахье С.Г., Шилько Е.В., Наймарка О.Б., Плехова О.А., 

Ревуженко А.Ф., Панина В.Е., Панина А.В., Романовой В.А., Балохонова Р.Р., 

Смолина И.Ю., Колубаева Е.А., Буркина С.П. и других. В мировой литературе 

среди наиболее значимых следует выделить работы A.E.H. Love [2], V. Volterra 

[3], C. Somigliana [4], J.M. Burgers [5], G.I. Taylor [6], R.D. Mindlin [7], J.D. Eshelby 

[12], J.W. Hutchinson [13], T. Mura [14], Y. Ueda [15], M.T. Hutchings [20], G. Sachs 

[28], G.S. Schajer [30], M.B. Prime [33], H.M. Rietveld [43], M.R. Daymond [44], P.J. 

Withers, M. Sebastiani, D. Raabe, F. Roters, G. Cailletaud, S. Pommier, S. Schmauder 

и многих других. 

Согласно подходам, разработанным советскими учёными Н.Н. 

Давиденковым [17][18][19] и И.А. Биргером [21], остаточные напряжения в 

металлических сплавах могут быть классифицированы как тип I, II, III в 

зависимости от масштаба их изменения (макро, микро, нано). Обобщение этого 

принципа позволяет перейти к рассмотрению не только остаточных, но и 

динамических внутренних напряжений и деформаций в полимерах, композитах 

и микроэлектронных системах. 

В последнее десятилетие XX века и в первой четверти нынешнего 

потребности ускоренного развития технологий в микроэлектронике, 

машиностроении, энергетике, химической промышленности и биомедицине 

обусловили взрывной рост интереса к моделированию и экспериментальному 

определению деформационных свойств и внутренних напряжений в 

традиционных и новых материалах. Постепенно становилась очевидной 

необходимость рассматривать деформируемые материалы как иерархическую 

систему структурных и масштабных уровней. Реализация этого принципа 

потребовала параллельного развития теоретических и вычислительных средств 

описания неоднородных деформаций, а также экспериментальных методов их 

определения (совместно с напряжениями). Особенно ярко эти подходы 

проявились в работах академика В.Е. Панина и его коллег в их работах, 
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посвященных развитию дисциплины физической мезомеханики [164]. Были 

развиты научные основы описания деформируемого твердого тела как 

нелинейной иерархически организованной системы. Было теоретически и 

экспериментально показано, что первичными пластическими сдвигами в 

нагруженном твердом теле являются нелинейные волны локальных структурных 

превращений в двумерных поверхностных слоях и внутренних границах раздела, 

которые не имеют дальнего порядка. В основе развития нелинейных волн 

пластичности лежит многоуровневое самосогласование пластического течения 

на различных структурно-масштабных уровнях [164]. 

Впоследствии, в результате дальнейшего улучшения достижимого 

пространственного разрешения при помощи микроскопических и 

синхротронных рентгеновских методов, стало возможным расширить принцип 

анализа локальных неоднородностей деформаций и напряжений «вниз», что дало 

толчок развитию микромеханики и наномеханики материалов и миниатюрных 

технологических систем. В этой области особенно значительным представляется 

вклад, сделанный такими учёными, как N. Fleck, J.W. Hutchinson (теория 

градиентов деформаций), D. Raabe, F. Roters, G. Cailletaud (вычислительная 

микропластичность материалов), L. Kubin (моделирование деформаций в 

атомном масштабе с учетом динамики дислокаций), и в последнее десятилетие, 

M. Sebastiani, J. Ast, J. Michler, J. Wheeler, (наномеханические эксперименты для 

определения свойств материала), A.J. Wilkinson, S. Roberts (микро-картирование 

структуры и НДС), B. Gault (применение атомной томографии для картирования 

неоднородности распределения элементов в нанометровых масштабах), и 

другими. 

По мере миниатюризации электронных компонентов до размера в 

несколько нанометров, всё более существенным оказывается требование учета 

деформационных процессов, разворачивающихся на этих мельчайших 

масштабах. Систематическое использование остаточных деформаций для 

изменения электронных свойств материала (strain engineering) провело к 

созданию принципиально новых компонентов и устройств, таких, как синий 
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светодиод (Нобелевская премия по физике 2014 г.).  Параллельным курсом 

развивалось осознание того, что нано-масштабные процессы деформирования 

оказываются определяющими также и для прочности таких традиционных 

материалов, как стали, никелевые и титановые сплавы, керамические покрытия, 

полимеры и композиты. 

К началу XXI века сложилось понимание того, что существующие способы 

экспериментального определения деформаций и остаточных (внутренних) 

напряжений в микро- и нано-масштабах недостаточно разработаны, а методы 

моделирования страдают от отсутствия возможности валидации и уточнения 

сравнением с практикой. В связи с этим под руководством автора был развернут 

широкий фронт работ по разработке и применению новых приспособлений и 

подходов, основанных на рентгеновской микро-дифракции и электронно-ионной 

микроскопии, в тесной взаимосвязи с многоуровневым, многофакторным 

моделированием. Изложенным подтверждается актуальность темы 

диссертационного исследования. 

Цель и задачи 

Целью работы является разработка теоретических и экспериментальных 

основ изучения многомасштабных распределений внутренних напряжений в 

инженерных конструкциях и материалах с помощью метода собственных 

деформаций, микроскопии и дифракции. 

Для достижения поставленной цели были сформулированы и решены 

следующие задачи: 

1. Разработать основы теории собственных деформаций (еigenstrain theory) 

для создания единой основы описания неупругих деформаций в твердых 

телах вследствие пластического течения, ползучести, потери сплошности и 

растрескивания, фазовых и химических превращений, тепловых полей и 

процессов, а также их следствий в виде «замороженных» внутренних 

остаточных деформаций и напряжений. Сформулировать прямую задачу 

теории собственных деформаций (ТСД), предложить и применить 

аналитические и численные методы ее решения. Сформулировать 
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обратную задачу ТСД, предложить и применить аналитические и 

численные методы ее решения. Продемонстрировать инвариантность 

собственных деформаций как «механической памяти» материала о 

неупругом деформировании при обработке. 

2. Разработать методы моделирования пластической деформации с помощью 

динамики дискретных дислокаций, в том числе получить предсказание 

процесса упрочнения поликристаллов в ходе их пластического 

деформирования с помощью систем 2,5-мерных дискретных дислокаций. В 

результате численного моделирования получить зависимость Холла-Петча 

между напряжением пластического деформирования и размером зерна. 

Сформулировать необходимость трехмерного моделирования 

деформационного поведения поликристаллов в условиях неоднородного и 

анизотропного пластического течения. 

3. Разработать трехмерную формулировку метода конечно-элементного 

моделирования пластичности кристаллов (КЭМПК) с кубической или 

гексагональной структурой, допускающую эффективное применение 

алгоритмов пост-обработки данных об анизотропной упругопластической 

деформации поликристаллов для сравнения с экспериментальными 

данными широкоуглового рентгеновского рассеяния (ШУРР) или 

нейтронов как способа мезомасштабной валидации численных 

предсказаний. Экспериментально подтвердить достоверность моделей на 

всех структурных уровнях организации материалов. Проанализировать 

статистические свойства и параметры распределений внутренних 

деформаций и напряжений типов I, II и III. 

4. Разработать экспериментальные методы оценки внутренних упругих 

деформаций поликристаллов с помощью сфокусированных 

синхротронных рентгеновских лучей. Проинтерпретировать диаграммы 

рассеяния Лауэ микрофокусных полихроматических пучков 

рентгеновского излучения и проанализировать обратное пространство для 

определения активных систем скольжения кристаллов. Использовать 



 
13  

 

томографические методы для точного учёта геометрии рассеивания в 

массивных образцах, ввести и продемонстрировать применение метода 

томографии деформаций.  

5. Разработать микромеханические методы определения деформаций и 

внутренних напряжений в структурно-неоднородных материалах. 

Сформулировать основы методов пошагового удаления материала и их 

связь с подходами Давиденкова, Закса и Стоуни. Обосновать 

преимущества и разработать метод пошагового микро-кольцевого ионного 

травления (МКИТ) с использованием корреляции цифровых изображений 

(КЦИ) в двухлучевом ионно-электронном микроскопе (ФИП-СЭМ). Дать 

критическую оценку методики пошагового сверления Шаджера и 

предложить её модификацию на основе анализа собственных деформаций. 

Выполнить работы по поверхностному картированию и определению 

глубинного распределения остаточных напряжений с субмикронным 

разрешением. Провести статистический анализ внутренних деформаций и 

напряжений. 

6. На основе передовых методов моделирования упругопластической 

деформации поликристаллов, рассмотреть локальное накопление 

повреждений и диссипации энергии при циклическом кристаллическом 

скольжении в микро-масштабе и предложить новый критерий 

предсказания усталостной прочности. Провести критический анализ 

метода «синус квадрат пси» (sin!𝜓) для определения остаточных 

напряжений, и предложить обоснованный подход к уточнению 

определения ОН методом «синус квадрат пси» с использованием 

моделирования упругопластической деформации поликристаллов 

самосогласованным методом или методом КЭМПК. 

Научная новизна 

Новыми являются следующие результаты диссертационного исследования: 

1. Впервые разработана и практически широко применена эффективная и 

экспериментально подтвержденная теория собственных деформаций для 
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определения и описания внутреннего напряженного состояния иерархически 

структурированных материалов на всех масштабных уровнях вплоть до 

субмикронных. Впервые создана единая система теоретических, 

экспериментальных и вычислительных подходов к описанию, 

моделированию, измерению и использованию собственных деформаций для 

управления и оптимизации поведения сложных материальных систем. 

Показано, что локальные значения внутренних напряжений и деформаций на 

микро- и нано- масштабе подвержены разбросу значений в диапазоне, 

который может значительно превышать разброс макроскопических величин, а 

также может превосходить номинальный предел макроскопической 

прочности материала (направления 1-7 паспорта специальности). 

2. Впервые детально показано сочетанием экспериментальных и 

вычислительных методов, что при наличии структурной неоднородности 

(границ раздела) даже макроскопически однородная пластическая 

деформация металлических поликристаллов может вести к появлению 

неоднородности напряжений как на межзёренном уровне, вследствие упругой 

и пластической анизотропии свойств, так и внутризёренном уровне, 

вследствие образования полос скольжения, накопления дислокаций на 

границах и образования дислокационных структур как следствие 

взаимодействия систем скольжения (направления 1-3, 10, 12 паспорта 

специальности). 

3. Впервые установлено, что метод микро-кольцевого ионного травления 

(МКИТ) позволяет проводить надёжную количественную оценку локальных 

напряжений у поверхности сложно структурированных неоднородных 

материалов и композитов с разрешением лучше 1 мкм в плоскости 

поверхности и лучше 50 нм по глубине (направление 13 паспорта 

специальности). 

4. Впервые экспериментально определены величины и распределения по 

глубине остаточных напряжений под поверхностью материалов, 

подвергнутых финишной обработке (шлифованию, полировке) или 
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нанесению покрытий. Впервые доказано, что глубина создаваемых 

напряжений (собственных деформаций) сравнима с диаметром частиц, 

используемых для шлифования (направление 13 паспорта специальности). 

5. Впервые продемонстрировано согласие между значениями остаточных 

напряжений, полученными принципиально независимыми 

экспериментальными методами на основе разных физических принципов: 

дифракции и ионным травлением микро-колец, что позволяет использовать 

эти методы взаимозаменяемо или в комбинации, а также для подтверждения 

надежности численного моделирования в рамках теории собственных 

деформаций (направление 13 паспорта специальности). 

6. Впервые установлена связь между фазовыми превращениями в сложных 

материалах (например, диоксиде циркония, стабилизированном оксидом 

иттрия) и их механическими следствиями: внутренними напряжениями 

вследствие фазовой трансформации, а также образованием пустот (пор) в 

прилежащих слоях фарфоровых покрытий, используемых для производства 

зубных коронок (направления 5, 13 паспорта специальности). 

Теоретическая значимость работы 

Теоретическая значимость работы заключается в формулировке новых и 

модификации существующих математических моделей механики 

деформируемого твердого тела и численных подходов для описания процессов 

деформации (вплоть до разрушения) природных и инженерных материалов и 

сред. С точки зрения теории конденсированных сред, предложены новые способы 

описания взаимодействия излучения с веществом, прежде всего упругого 

рассеяния проникающих лучей (рентгеновских фотонов и нейтронов) и 

интерпретации диаграмм рассеяния, полученных с использованием двумерных 

детекторов. Предложены принципы томографической реконструкции полей 

нескалярных величин: векторных (таких, как ориентация кристаллической 

решетки), тензорных (остаточных упругих деформаций). Предложен и 

реализован численный алгоритм дифракционной томографии для реконструкции 

двумерного распределения компоненты упругой деформации, параллельной оси 
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вращения. 

На основе разработанных моделей и выполненных модификаций 

численных методик получены новые результаты изучения механического 

поведения сложных твердых тел (поликристаллов). Достигнута корреляция 

(соответствие) между предсказаниями численных моделей и 

экспериментальными наблюдениями. Предложен новый критерий усталостной 

прочности поликристаллов на основе анализа локальной диссипации энергии в 

объеме металлических деталей и образцов методом конечно-элементного 

моделирования пластичности кристаллов (КЭМПК).  

Практическая значимость 

Практическая значимость работы состоит в создании обобщенного подхода 

к оценке, контролю и использованию остаточных напряжений для оптимизации 

прочности и надежности инженерных конструкций. Сформированная система 

экспериментальных и расчетных методов позволяет осуществлять совместное 

управление внутренней структурой и деформацией в неоднородных материалах 

на этапе их производства, и может быть применена в таких технологических 

процессах как аддитивное производство металлов и полимеров, обработка 

металлов давлением, отжиг и отпуск, нанесение покрытий и поверхностная 

обработка, электроэрозионная резка и избирательное ионное травление. Для 

некоторых из этих процессов были созданы и применены модели возникновения 

и эволюции внутреннего напряженно-деформированного состояния на основе 

теории собственных деформаций. 

Основные практические результаты: 

1. Разработаны конфигурации экспериментальных установок дифракционного 

анализа структуры и деформации в инженерных материалах с использованием 

рентгеновских лучей с энергией от 8 до 150 кэВ и регистрацией их рассеяния с 

помощью энерго-дисперсионных детекторов, позволяющей определять 

параметры кристаллической решетки (межплоскостные расстояния и их 

изменения) с точностью лучше, чем 10-4. 

2. Разработан метод микро-кольцевого ионного травления (МКИТ) для 
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определения остаточных напряжений в микро-масштабе. Результаты разработки 

метода изложены в отчёте по пре-стандартизации National Physical Laboratory 

(UK) GPG-143: “A good practice guide for measuring residual stresses using FIB-

DIC”. 

Методология и методы исследования 

Для решения поставленных задач в диссертационной работе применены 

методы и подходы континуальной механики (теории упругости, пластичности, 

накопления повреждений), методы моделирования деформаций с помощью 

континуальных и дискретных распределений дислокаций. Для анализа 

взаимодействия излучения с веществом применены методы расчета рассеяния 

Фурье, методы когерентного рассеяния, метод уточнения Ритвельда диаграмм 

порошкового рассеяния. Для обработки результатов моделирования применены 

методы математической статистики. Численные эксперименты выполнены с 

использованием трехмерного конечно-элементного метода, статического и 

динамического описания дислокаций и метода молекулярной динамики. 

Положения, выносимые на защиту 

1. Теория Собственных Деформаций (ТСД), позволяющая определять, 

моделировать и учитывать историю неупругих деформаций 

(«механическую память» материала) в многокомпонентных телах 

сложной формы (прямая и обратная задачи) на разных масштабах 

рассмотрения (направления 1-7 паспорта специальности). 

Это положение включает математический аппарат ТСД в форме решений 

некоторых одномерных, двумерных и трехмерных задач о деформации 

сплошных сред, а также в форме численного метода конечных элементов, 

который позволяет оценивать, моделировать и предсказывать внутренние 

напряжения и их изменения в ходе технологических процессов и эксплуатации 

деталей машин и систем. 

2. Экспериментальные методы определения внутреннего напряженно-

деформационного состояния типов I, II и III в поликристаллических 

твердых телах с помощью дифракции проникающих нейтронных и 
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рентгеновских лучей (направление 13 паспорта специальности).  

В число разработанных подходов входят метод порошковой дифракции (sin2ψ), 

метод анализа колец Дебая-Шеррера, метод энергодисперсионной дифракции, 

метод малоуглового рассеяния, метод микро-дифракции Лауэ, метод анализа 

обратного пространства. Экспериментальная оценка внутренних напряжений в 

твердых телах проведена с использованием арсенала разработанных методов, 

применимых как в статическом, так и динамическом режиме (в процессе 

эксплуатации, или operando). Концепция дифракционной томографии была 

разработана и применена для анализа внутренних деформаций, позволившие 

определять внутренние напряжения в трехмерных твердых телах произвольной 

формы. 

3. Методика определения остаточных напряжений в приповерхностных 

слоях произвольных конструкционных материалов с помощью метода 

микро-кольцевого ионного травления (МКИТ) и определения деформаций 

разгрузки с использованием Цифровой Корреляции Изображений 

(направление 13 паспорта специальности). 

4. Обоснование интерпретации данных микро-кольцевого ионного 

травления (МКИТ) с помощью расчета деформаций разгрузки методом 

конечных элементов (МКЭ), в том числе с учетом влияния поверхностного 

повреждения ионным лучом и ионной имплантации, влияния анизотропии 

упругих и пластических свойств материала (направление 13 паспорта 

специальности).  

Это положение включает анализ влияния неравноосности напряженного 

состояния и доказательство возможности его представления в виде суперпозиции 

равноосного напряженного состояния и чистого сдвига. Представлены 

аналитические выражения результатов в виде функциональных зависимостей 

деформаций разгрузки от глубины травления, позволяющие определять 

зависимость остаточных напряжений от глубины под поверхностью с 

разрешением лучше 50 нм. 

5. Математическая модель упругопластической поликристаллической среды 
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на основе метода конечно-элементного моделирования пластичности 

кристаллов (КЭМПК), подтвержденная корреляцией с 

экспериментальными данными и учитывающая нелинейный, 

анизотропный и пространственно-неоднородный характер деформации, в 

том числе в режиме циклического нагружения (направления 1-3, 10, 12 

паспорта специальности). 

Это положение позволяет объяснить физические основы появления нормальных 

и логнормальных статистических распределений напряжений и деформаций, и 

проводить анализ взаимосвязи между рассеянием излучения и структурными 

уровнями и порядками в сложных иерархических материалах 

(полукристаллических полимерах, аморфных материалах). Проводится анализ 

механизмов появления собственных деформаций (пластичность, фазовые 

превращения) и их роли в различных процессах обработки материалов, в том 

числе влияние изгиба, поверхностного упрочнения дробеструйной или лазерной 

ударной обработкой, сварки, нанесения покрытий и т.д. на прочность деталей 

машин, и дается предсказание долговечности при усталостном нагружении с 

учетом микроструктуры материала. 

6. Систематическое использование расчетно-экспериментальной 

корреляции (РЭК) для анализа распределений напряжений и деформаций 

в многоуровневых средах со сложной структурой с помощью сочетания 

численного моделирования и экспериментальных методов для 

достижения наибольшей достоверности выводов (направление 5 паспорта 

специальности).  

Подход РЭК, систематически примененный в представленных исследованиях, 

формирует базу для оптимизации технологических процессов производства 

деталей и открывает возможность создания современных систем проектирования 

и сертификации в различных отраслях промышленности. 

Степень достоверности 

Корректность постановки задач обеспечивается использованием 

проверенных физических и математических принципов, а также 
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фундаментальных законов механики и известных физических закономерностей, 

и использованием признанных теорий и апробированных методов решения. 

Обоснованность и достоверность результатов подтверждается согласием 

полученных результатов с экспериментальными данными, в том числе, 

полученными независимо другими исследователями. 

Апробация результатов 

Основные результаты работы докладывались и обсуждались более чем на 

50 конференциях, в том числе ежегодных совещаниях под руководством и 

председательством автора Intl Conf on Key Engineering Materials (ICKEM), World 

Congress on Engineering (WCE), Intl Multi-Conf of Engineers and Computer Scientists 

(IMECS), и многих других. 

Методы определения внутренних напряжений с помощью синхротронной 

дифракции рентгеновских лучей и микро-кольцевого ионного травления были 

успешно применены на этапе проектирования лопаток газового турбинного 

авиадвигателя Трент 1000 компании Rolls-Royce (договор НИР MARS, Oxford 

UTC in Solid Mechanics), произведенных методом селективного лазерного 

сплавления из жаропрочного сплава Инконель 718. 

Оптимизация условий лазерной ударной обработки (ЛУО) применена для 

достижения наилучшего уровня выносливости при эксплуатации лопаток 

компрессора авиадвигателей Rolls-Royce Trent 900, Trent XWB и Trent 1000 из 

сплава Ti-6Al-4V (договоры НИР: EPSRC ATAP-10, MARS, Oxford UTC in Solid 

Mechanics). 

Структура и объем диссертации 

Диссертация состоит из введения, пяти разделов, заключения, и списка 

литературы. Во Введении представлена информация об актуальности и 

значимости работы, ее проведении и вкладе автора. 

Раздел 1 посвящен обзору истории и содержания литературы по теме. 

Изложены некоторые ключевые аспекты истории развития предмета диссертации 

и сформулированы основные достижения в области исследований, составляющие 

основание для дальнейших работ. В рамках избирательного рассмотрения истории 
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развития предмета диссертации подробно рассмотрены основные этапы развития 

представлений о внутренних напряжениях и деформациях, подготавливающие 

дальнейшее рассмотрение этой темы.  

В Разделе 2 с точки зрения фундаментальной теории развит концептуальный 

и математический аппарат использования собственных деформаций как базиса 

описания внутренних напряженно-деформированных состояний, решены 

некоторые основные прямые задачи теории собственных деформаций (ТСД), 

сформулированы принципы численных подходов для рассмотрения твердых тел 

произвольных сложных форм, разработан и применен метод решения обратной 

задачи ТСД. 

В Разделе 3 представлены работы, посвященные применению методов 

дифракции проникающих лучей (нейтронных и рентгеновских) для изучения 

внутреннего напряженно-деформированного состояния материалов, в том числе в 

процессе их нагружения. Описаны достижения в области избирательной оценки 

деформаций и напряжений типов I, II, III, в том числе с использованием 

синхротронных методов в конфигурациях Дебая-Шеррера и Лауэ. Примером 

многомасштабного анализа деформаций в сложном иерархически 

структурированном материале (полукристаллическом гетероцепном полиуретане) 

послужило совместное использование радиографии, малоуглового и 

широкоуглового рассеяния рентгеновских лучей для прояснения физических основ 

деформационных процессов, определяющих макроскопические особенности 

поведения, такие, как эффект Маллинса. Предложен и реализован 

томографический подход к определению внутренних упругих деформаций в 

поликристалле оксида циркония, используемого в реконструктивной стоматологии 

для изготовления коронок и мостов, а также в различных других приложениях, 

например, в аэрокосмической отрасли. 

В Разделе 4 представлен разработанный автором метод микро-кольцевого 

ионного травления (МКИТ). Показана прорывная значимость применения этого 

метода для возможности оценки напряжений типов I, II, III, а также для сбора 

статистической информации об их пространственных распределениях. 
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Продемонстрирована возможность получения развертки полей остаточных 

напряжений (ОН) по глубине от поверхности материала с разрешением лучше, чем 

50нм, и латерального разрешения (в плоскости поверхности образца) не хуже, чем 

1мкм. Показана применимость метода для исследования кристаллических, 

наноструктурированных, сильно деформированных и аморфных материалов. 

В Разделе 5 представлены наработки в области многомасштабного 

моделирования деформационного поведения иерархически структурированных 

материалов. Методом молекулярной динамики (МД) исследована деформация 

кремнезёмного стекла (аморфной силики) и сравнением с экспериментом показаны 

различия деформации для ближнего, среднего, и дальнего порядков. Представлено 

моделирование деформации кристаллов методами непрерывно распределенных и 

дискретных дислокаций, и показано, как на их основе могут быть прослежены 

зависимости деформационного поведения от ориентации зерна, а также его размера 

(закон Холла-Петча). На основе самосогласованной упругопластической модели 

деформации поликристаллов введено инкрементальное описание 

кристаллического скольжения для решетки ГЦК и установлено соответствие этой 

модели результатам нейтронного рассеяния в объемах в несколько кубических 

миллиметров. Приведена формулировка конечно-элементного моделирования 

пластичности кристаллов (КЭМПК) и представлены результаты применения этой 

численной модели для анализа деформации «сложных» поликристаллов, в том 

числе с ГПУ решеткой. В ходе рассмотрения статистики пластического течения 

поликристаллов введено описание инкрементального изменения пропорции 

объема, перешедшего в состояние пластического течения. На этой основе 

сформулирован способ описания кривой упрочнения. В заключение, совместным 

рассмотрением результатов экспериментальных исследований и моделирования 

получены представления о статистике внутренних напряжений и деформаций и 

предложено объяснение наблюдаемого различия между гауссовым распределением 

напряжений и логнормальным распределением деформаций. 

Работа изложена на 252 страницах, в том числе содержит 90 иллюстраций 

и 3 таблицы. Список цитированной литературы представлен 164 источниками. 
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Личный вклад автора 

Основной вклад в представленное исследование принадлежит автору, 

включая постановку задач, проведение всего объема численных расчетов, анализ 

и интерпретацию результатов, написание статей и представление докладов. По 

результатам двух десятилетий работ над темой диссертации, автор является 

мировым лидером по комплексу тем в области теоретических, численных и 

экспериментальных подходов к изучению внутренних напряжений во всех 

классах материалов. В области теории автором было обосновано 

фундаментальное значение «механической памяти» материала о процессах его 

обработки и разработана теория собственных деформаций для решения прямых 

и обратных задач. В области практики автором были предложены, разработаны и 

применены экспериментальные методы определения внутренних деформаций с 

помощью нейтронных, рентгеновских (в том числе синхротронных), ионных и 

электронных лучей, а также с использованием оптических и спектроскопических 

методов, таких, как комбинационное рассеяние (Рамановская спектроскопия) и 

корреляция цифровых изображений (КЦИ). 

Автор выражает искреннюю признательность за полезные обсуждения 

отдельных вопросов по представлению экспериментальных данных и 

результатов моделирования с соавторами опубликованных работ: А.И Салимону, 

Е.С. Статнику, И.П. Долбне, В.И. Писареву, D.A. Hills, J.R. Barber, A.G. Gibson, 

P.J. Withers, G.E. Webster, W.B. Lionheart, M. Sebastiani, E. Bemporad, R. Daniel, J. 

Keckes, M. Meindlhumer, L.F. Ma, J. Tuck, D. Dini, X. Song, A.J.G. Lunt, T.S. Jun, 

L. Romano Brandt, E. Salvati, S.Y. Zhang, N. Baimpas, F. Hofmann, J. Huber, J.C. 

Tan, и многим другим. 

Публикации и гранты 

Основные результаты диссертационной работы опубликованы в более чем 

100 статьях в журналах, входящих в перечень ВАК, а также базы данных Web of 

Science и Scopus. Обобщенные выводы и применения результатов были 

представлены в двух монографиях и более чем в десяти главах в сборниках 

научных трудов, а также в авторских статьях в энциклопедиях (Elsevier 
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Encyclopedia of Materials Science). 

Работа была выполнена при поддержке более чем 25 грантов различного 

уровня, в том числе крупных, таких, как EU FP7 Programme Nanosciences, 

Nanotechnologies, Materials and new Production Technologies, iStress №604646 

“Pre-standardisation of incremental FIB micro-milling for intrinsic stress evaluation 

at the sub-micron scale”.  

Наиболее значимыми из успешно завершенных и текущих российских 

проектов являются следующие: 

РНФ №21-19-00791 (руководитель) по теме «Многомасштабный 

экспериментальный анализ напряжений в легких авиационных материалах и 

сплавах»;  

РНФ №22-14-00209 (исполнитель) по теме «Оптические методы для 

мониторинга роста диатомовых водорослей и их активности в связывании 

диоксида углерода»;  

Министерство Науки и Высшего Образования РФ, программа 

стратегического академического лидерства «Приоритет 2030», проект МИСИС 

№K1-2022-032 (научный руководитель) по теме «Создание центра 

рентгеновского наноструктурного и томографического анализа передовых 

материалов», выполняемый во вновь созданной Лаборатории Ускоренных 

Частиц («ЛУЧ») университета МИСИС;  

Министерство Науки и Высшего Образования РФ, субсидия из 

федерального бюджета на проведение крупных научных проектов по 

приоритетным направлениям научно-технологического развития, МАИ №23-75-

000126 (ведущий учёный проекта) «Разработка комплекса методов и технологий 

обеспечения прочности деталей планеров и двигателей самолетов нового 

поколения из перспективных материалов на основе многомасштабной цифровой 

расчетно-экспериментальной корреляции». 

Данная работа отражает и включает результаты проектов, выполненных в 

Сколковском Институте Науки и Технологий при поддержке Фонда Сколково, а 

также Центра Цифрового Проектирования Сколтеха, Центра Энергетических 
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Технологий Сколтеха, Центра Фотоники Сколтеха, Центра Технологий 

Материалов Сколтеха, а также Центра Передовой Электронной Микроскопии 

Сколтеха. 

Автор выражает благодарность коллективу лаборатории механики 

структурно-неоднородных сред и ученому совету ИФПМ СО РАН, а также лично 

научному консультанту работы, профессору Е.А. Колубаеву, за ценные 

замечания по подготовке и представлению результатов диссертационного 

исследования.  

 

Эта работа посвящается моей жене – моему главному соратнику, критику и 

доброжелателю: без ее мудрой поддержки данная работа была бы невозможна. 
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1 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

 

 

 

1.1 Некоторые закономерности и особенности полей внутренних 

напряжений и деформаций в иерархически структурированных твердых 

телах и материалах  

История развития представлений о структуре и свойствах деформируемых твердых 

тел и материалов изобилует переходами от континуального (однородного) к 

корпускулярному (структурному) описанию. На уровне концепции и софистики, 

древнегреческие философы озаботились вопросом возможности деления твердого 

тела на всё более мелкие фрагменты, и пришли к выводу о необходимости 

существования наименьшего неделимого количества вещества, названного атомом 

(άτομος, не-разрезаемый). Дальнейший прогресс в понимании структурно-

деформационных взаимодействий потребовал многих веков исследования 

сложных связей между корпускулярным (теоретическим) и континуальным 

(инженерно-практическим) описанием. 

1.1.1 Классическое континуальное описание напряжений и деформаций 

Первые значимые шаги в теоретическом и экспериментальном исследовании 

деформируемых материалов были сделаны Леонардо Да Винчи, который впервые 

озаботился связью между величиной усилия, требуемого для разрушения балки, и 

ее сечением. В сборнике его рассуждений, опубликованном в 1493 г. и 

получившего название “Codex Madrid” (National Library of Spain), Леонардо верно 

отметил неоднородность напряжений и деформаций, например, таких, которые 

возникают в балке при ее изгибе.  

Следующим учёным, внесшим значительный вклад в развитие совместного 

понимания структуры и деформации материалов, стал Роберт Гук, который работал 

в Оксфорде во второй половине XVII века. С одной стороны, он ввел в обращение 

представление о линейно-упругом поведении материалов при нагружении (закон 
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Гука). С другой, он опубликовал важнейший труд под названием «Micrographia» 

(1665), посвященный практическим методам исследования структуры материалов 

с помощью оптической микроскопии. Эти две основных области интересов Р. Гука 

во многом определили содержание исследований, представленных в настоящей 

работе, поскольку она посвящена изучению взаимосвязей между структурой 

(неоднородностью, способом внутренней организации, многоуровневой 

архитектурой) и деформацией материалов. 

 Основы прогресса в понимании 

деформаций и внутренних напряжений в 

однородном континууме были заложены в 

форме определений и уравнений в работах 

французских инженеров Ламе и Коши. 

Именно Огюстен Коши ввел в оборот 

рассмотрение наклонной плоскости 

(Рисунок 1.1), образующей тетраэдр с 

плоскостями декартовых координат, с 

помощью которого были выведены 

уравнения для компонентов напряжений 

на этой плоскости. Таким образом, в 

контексте континуальной механики 

твердых тел, Коши фактически впервые вывел правила преобразования тензорных 

величин при повороте осей. На этой же основе в дальнейшем были развиты 

подходы к описанию больших деформаций, играющих важную роль при описании 

пластического течения в металлах и формоизменения в полимерах, гелях, мягких 

биологических тканях и т.д. Однако в контексте анализа остаточных напряжений в 

твердых телах в данной работе внимание сфокусировано на анализе малых 

деформаций. 

При рассмотрении напряжений по Коши должен быть учтен важный аспект, 

которому часто не придается достаточное внимание в литературе, на который был 

 

Рисунок 1.1 - Тетраэдрическая 

наклонная плоскость по Коши. 



 
28  

 

вынужден обратить внимание автор настоящей работы. Определение напряжения, 

основанное на делении проекции усилия на площадь сечения, по необходимости 

обуславливает несколько важных аспектов этой величины, которые требуют учета 

при построении дальнейших теоретических и экспериментальных подходов, а 

именно: 

1. Понятие напряжения является умозрительным, а не объективным, в силу 

невозможности прямого неразрушающего измерения внутренних усилий, 

действующих на воображаемом сечении. 

2. Напряжение определяется в соответствии с масштабом рассмотрения, 

который задается размером сечения. 

3. Значение напряжения, получаемого из такого рассмотрения, представляет 

собой среднюю величину по площади сечения. 

Интересно отметить, что эти фундаментальные соображения часто оказывались 

неучтенными при построении теории и практики анализа внутренних напряжений, 

особенно в контексте инженерных расчетов, когда значение напряжения в точке 

принимается, как данность. Например, при использовании метода порошковой 

рентгеновской дифракции в сочетании с наклоном поверхности по отношению к 

вектору рассеяния (метод «синус квадрат пси», sin2𝜓, подробно 

проанализированный в Разделе 5.7.1) предполагается, что полученные из анализа 

сдвига пиков дифракции значения деформаций соответствуют преобразованиям 

Коши в одном и том же избранном объеме континуума. В действительности же 

феномен дифракции приводит к селективному определению средней упругой 

деформации в выборке кристаллитов, ориентированных в соответствии с 

требованиями закона Брэгга-Вульфа для каждой конкретной ориентации. Таким 

образом, для адекватной интерпретации результатов метода sin2psi требуется 

рассматривать поликристалл как псевдо-композит, т.е. совокупность зерен с 

анизотропными упругими и пластическими свойствами [1]. Историческое и 

концептуальное развитие подходов, необходимых для полного понимания 

сложных взаимосвязей между внутренним напряженных состоянием и 
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измерениями, прослежено ниже. 

1.1.2 Теоретические основы микромеханики внутренних деформаций 

Монография Лява (A.E.H Love), изданная в 1906 г. [2], представляет собой 

собрание основных результатов, полученных в области теории континуальной 

упругости к концу XIX века. Ляв включает в рассмотрение так называемые «ядра 

деформаций» (nuclei of strain), которые представляют собой фундаментальные 

сингулярные решения теории упругости, основанные на рассмотрении точечных 

сил (в том числе решения Фламана и Буссинеска). Ляв также рассматривает 

операции вырезания клина и склеивания, ведущие к образованию дисклинации, 

однако этот термин отсутствует в его книге, как и понятие дислокации, которое 

таким образом следует связывать с развитием теории и практики механики 

деформируемого твердого тела в XX века. 

Значительный вклад в анализ источников внутренних напряжений был 

сделан итальянскими учеными Вольтерра [3] и Сомильяна [4], которые внесли 

вклад в математическую теорию дислокаций как поверхностей разрыва 

сплошности деформаций в упругом континууме. В этом контексте также следует 

упомянуть работы Бюргерса [5], который на основании работ 1934 г. Пайерлса, 

Орована, Поляного и Тейлора [6] рассмотрел дислокации в кристаллах, дав свое 

имя основному параметру дислокации, а именно, вектору кристаллической 

решетки равного величине незамкнутости контура, охватывающего линию 

дислокации. 

Работы Миндлина [7] ознаменовали возвращение к понятию «ядер 

деформации» в более широком контексте как точечных сил, так и разрывов 

сплошности (дислокаций), и предопределили период активного развития 

дислокационной теории в работах Билби, Коттрелла, а также Эшелби [8], который 

ввел понятие континуальной теории дефектов кристаллической решетки, 

представляющее собой «смешение жанров», т.е. комбинацию континуального и 

корпускулярного подходов. 

Важнейший вклад в континуальную теорию дислокаций сделал J.F. Nye, 
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который ввел понятие тензора плотности дислокаций для описания произвольных 

распределений дефектов такого рода в объеме материалов, включая кристаллы и 

поликристаллы [9]. Следующим определяющим шагом в развитии представлений 

о распределениях дислокаций и их влиянии на внутренне напряженно-

деформированное состояние в материалах сделал Майк Эшби, который в своей 

статье [10] ввел понятия статистически накопленных дислокаций, ответственных 

за однородное пластическое деформирование, и геометрически необходимых 

дислокаций, ответственных за создание пространственно-неоднородного 

деформированного состояния, а также градиентов деформации, которые легли в 

основу современных представлений о пластическом течении и остаточных 

напряжениях [11].  

Джок Эшелби в своих работах [12] также ввел в обращение важнейшее 

аналитическое решение задачи об остаточных напряжениях вследствие включения 

(неоднородности) в форме эллипсоида. Это решение очевидным образом открывает 

целый рад возможностей аналитического моделирования процессов образования 

новой фазы, сопровождаемых возникновением собственных деформаций и 

созданием полей упругих напряжений как внутри них, так и в их окрестности. В 

дальнейшем эти решения получили применение для описания внутренних полей 

напряжений в композитах, в том числе в рамках самосогласованного подхода и 

теории Мори-Танака, а также, в сочетании с теорией пластичности, для описания 

деформаций поликристаллов на основе подхода Джона Хатчинсона [13]. 

Крупнейшим событием в истории развития представлений о микромеханике 

внутренних напряжений стала публикация книги Тошио Муры [14], в которой он 

ввел термин eigenstrain (собственная деформация), способный описывать 

неупругие деформации любого происхождения, а также изложил основы 

аналитического моделирования возникающих вследствие полей остаточных 

напряжений. Одним из весьма немногих существенных недостатков этой работы 

можно считать лишь отсутствие предложенного численного метода решения задач 

о собственных деформациях, который был введен лишь позднее в работах Y. Ueda 
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в применении к изучению сварных швов [15], и в более общем контексте в работах 

автора (см. раздел 3). 

1.1.3 Рентгеноструктурный анализ и определение внутренних напряжений 

 Понимание связи между рентгеновским рассеянием и внутренними 

деформациями в материалах постепенно росло в первой половине ХХ века. Это был 

период бурного развития физики по всей стране, когда в 1929 г. в Томск приехал 

советский ученый Моисей Израилевич Корсунский, ставший одним из создателей 

Сибирского физико-технического института. На основе серии работ в Томске была 

опубликована первая в стране монография «Физика рентгеновых лучей» по этому 

предмету [16]. В ходе дальнейшей работы научным руководителем лаборатории 

ударных напряжений АН СССР в УФТИ с 1938 г., М.И. Корсунский избрал одним 

из важных направлений своей работы применение рентгеновских методов для 

анализа внутренних напряжений в материалах, в том числе после ударной 

обработки. 

Важнейший вклад в понимание сложной многоуровневой (иерархической) 

организации остаточных напряжений в металлах был сделан советскими учеными 

Н.Н. Давиденковым и И.А. Биргером. В мировой литературе классификация 

внутренних напряжения по типу I, II и III (Рисунок 2.2) часто связывают с именами 

немецких ученых E. Macherauch и V. Hauk [19]. Однако анализ первоисточников 

показывает, что впервые такой подход был сформулирован именно Н.Н 

Давиденковым [16], причем ключевым аспектом обоснования этой классификации 

послужил анализ рентгеновской дифракции [17][18]. 

1.2 Классификация внутренних напряжений (и деформаций) 

Из рассмотрения Рисунка 1.2 становится очевидно, что по крайней мере со 

структурной точки зрения разумно определить по крайней мере три уровня 

иерархической организации материала, а именно (сверху вниз) (I) континуальный 

(инженерный), (II) микроструктурный (на масштабах длины, сравнимых с 

размером зерна, и (III) нано- или ультраструктурный, на внутризеренных 

масштабах и вплоть до размеров кристаллической решетки.  
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Именно тесная связь определения типов остаточных напряжений с 

соответствующими уровнями структурной организации материала и 

предопределили решающую роль классификации Давиденкова в дальнейших 

исследованиях в этой области вплоть до наших дней. 

 
 Тем не менее, в главе 1 книги И.А. Биргера «Остаточные напряжения» (1963 

г.) автор дает следующий комментарий: «При оценке влияния остаточных 

напряжений (другие названия: внутренние, собственные, первоначальные) на 

прочность и деформации деталей учитывается действие макроскопических 

напряжений. Влияние микронапряжений не исследовано, так как неизвестен 

нормальный уровень этих напряжений и его изменение в связи с технологическими 

факторами; само распределение микронапряжений подчиняется 

статистическим закономерностям». 

 Таким образом, руководствуясь соображениями целесообразности для 

практического применения, И.А. Биргер избирает континуально-инженерный 

подход, который позволяет проводить сравнение определяемых макроскопических 

Рисунок 1.2 - Классификация внутренних напряжений. 
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напряжений (тип I) с соответствующими критериями прочности, и таким образом 

выстраивать систематический подход к проектированию. В то же самое время 

необходимо заметить, что за прошедшие с тех пор более 60 лет стали доступны 

такие теоретические и экспериментальные методы анализа для определения 

внутренних напряжений, которые позволяют вновь обратиться к вопросу учета 

внутренних напряжений типов II, а также III для дальнейшего повышения 

эффективности использования материалов в новейших технологиях [22]. 

Очевидным, однако, здесь остается требование критической оценки не только 

получаемых значений определения микро- и нано-напряжений (и деформаций), но 

также и их пороговых значений для перехода между различными механизмами 

деформации, например зарождения или распространения трещины, пластического 

течения, ползучести, и т.п. Активные работы в этой области ведутся в настоящее 

время ряде мировых исследовательских центров [23][24][25]. 

 Следует отметить, что существуют другие основания классификации 

внутренних и остаточных напряжений, например, на основе их происхождения. 

Так, в контексте рассмотрения напряжений, возникающих при нанесении покрытий 

и росте поверхностных слоев возможно разделять так называемые напряжения 

роста, а также напряжения, связанные с несоответствием объемов образующегося 

покрытия (например, оксида на поверхности металла) исходному состоянию [23]. 

Расширяя этот подход на всевозможные источники остаточных напряжений в 

массивных твердых телах, можно классифицировать внутренние напряжения в 

соответствии с их источниками, такими, как фазовые превращения, выделения фаз, 

движение дислокаций и пластическая деформация, диффузия вакансий и атомов 

примесей, и т.д. В этом контексте должно быть сделано ключевое наблюдение, 

состоящее в том, что источником остаточных напряжений неизменно являются 

неупругие деформации, представленные дискретным или континуальным 

распределением «ядер деформации», таких, как сингулярное упругое решение для 

дислокации Вольтерра [3], или непрерывное распределение тензора Ная [9].  

В любом случае, приходится констатировать первичность неупругих, или 
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собственных деформаций, и вторичность остаточных (внутренних) напряжений. 

Именно этот подход к анализу остаточных напряжений и лег в основу теории 

собственных деформаций (ТСД) автора, представленной в разделе 3 ниже. 

1.3 Методы определения напряжений 

В мировой литературе присутствуют примеры публикаций с целью перечисления 

и сравнительного анализа различных методов экспериментального определения 

остаточных напряжений [25]. Несмотря на полезность такого рода сводных обзоров 

для целей селекции методов, такого рода перечисление по большей части оставляет 

за рамками рассмотрение принципов, разрешения и интерпретации измерений.  

В контексте данной работы под методами определения напряжений имеет 

смысл понимать лишь такие подходы, которые позволяют оценивать конкретные 

компоненты тензора напряжений с заданным пространственным разрешением, т.е. 

в конкретно заданных объемах материала. Поэтому к рассмотрению не будут 

приниматься оценочные подходы, основанные, например, на измерении 

магнитного отклика, такие, как метод шума Баркхаузена [24], поскольку с их 

помощью удается определить лишь гидростатическую часть тензора напряжений, 

к тому же лишь в материалах с ферромагнитной компонентой. 

 Методы определения остаточных напряжений можно классифицировать на 

две категории: механические, связанные с удалением материала и наблюдением за 

последующей деформацией разгрузки, и физические, связанные с определением 

деформации материала под действием остаточных напряжений (остаточной 

упругой деформации) по сравнению с некоторым заданным или определяемым в 

ходе измерения референтным значением. 

1.3.1 Механические методы на основе удаления материала 

Методы определения внутренних напряжений способами удаления основаны на 

простом принципе: если при разрезке образца происходит его деформация, значит, 

в нем присутствовали остаточные напряжения. При это процесс разрезки должен 

быть минимально инвазивным, т.е. не создающим дополнительных неупругих 

деформаций, так, что вследствие него происходит лишь упругая разгрузка до 
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состояния, соответствующего нулевым значениям поверхностных усилий на вновь 

образованных поверхностях. Очевидно, что таким образом может быть достигнуто 

лишь частичное освобождение от внутренних напряжений, причем на масштабах, 

соотносящихся с размерами вновь образованных поверхностей. Повторная 

разрезка может привести к дальнейшей разгрузке. Таким образом, механический 

метод определения внутренних напряжений, как и само определение этого понятия, 

тесно связан с масштабом рассмотрения, что требует учета при рассмотрении 

результатов эксперимента. При этом интерпретация результатов проводится с 

использованием аналитических или численных моделей напряженно-

деформированного состояния путем сравнения с измеряемыми величинами: 

отклонений изгиба; деформаций, измеренных с помощью тензодатчиков, 

наклеенных на поверхность образца; полей смещений, определяемых с помощью 

метода корреляции цифровых изображений (КЦИ), и т.п. 

 Пожалуй, наиболее ранней публикацией, непосредственно посвященной 

практическому методу определения остаточных напряжений, принято считать 

статью 1909 г. под авторством Дж. Стоуни [27], в которой автор рассматривает 

процесс нанесения покрытия на гибкую балку и использует уравнения изгиба для 

послойного определения остаточных напряжений роста. Этот метод может быть 

использован также в сочетании с послойным травлением, однако его применение 

ограничивается образцами в виде тонких гибких пластин, или требует повышения 

чувствительности измерения деформаций, например, посредством КЦИ. 

 Ещё один метод определения остаточных напряжений с почти вековой 

историей был предложен Заксом [28] и состоит в послойном рассверливании 

отверстия в сочетании с измерением деформации. Интерпретация измерений 

основана на использовании решения задачи Ламе о деформированном состоянии 

толстостенной трубы, однако чувствительность определения в такой конфигурации 

оказывается ограниченной. Повышение чувствительности достигается 

применением метода Н.Н. Давиденкова [17], который находит применение в 

отечественной промышленности и в наши дни.   
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 Альтернативой пошаговому увеличению диаметра отверстия является его 

постепенное углубление в процессе сверления в конфигурации, которую 

предложил Й. Матар [29]. По мере углубления отверстия новое напряженно-

деформированное состояние на поверхности образца достигает насыщения. 

Разница между исходной и финальной деформацией позволяет определять средние 

значения напряжений на глубине, сравнимой с диаметром отверстия, а пошаговый 

анализ также позволяет картировать изменение остаточных напряжений по глубине 

с разрешением примерно в 1/10 диаметра. Значительный вклад в развитие 

теоретических и практических аспектов этого метода, включая издание 

соответствующих стандартов под эгидой ASTM, был сделан G.S. Schajer. В своей 

книге [30] этот автор также касается истории развития альтернативного метода 

кольцевого сверления, в котором вместо измерения деформации во «внешнем 

поле» (т.е. вокруг отверстия) используется рассмотрение «внутреннего поля», т.е. 

островка материала, полученного после высверливания (удаления материала) в 

окружающей кольцевой зоне. Этот метод, известный в англоязычной литературе 

как ring-core drilling, имеет ряд сходств с методом кольцевого ионного травления 

(МКИТ), разработанным автором и представленным ниже в Разделе 4. 

 Интересно отметить, что плоский вариант метода пошагового сверления, 

состоящий в измерении деформации на поверхности образца при постепенном 

углублении прорези от его края был введен в обращение I. Finnie и соавторами 

лишь гораздо позднее [32]. Ключевым моментом здесь, по-видимому, послужил 

полученный ими доступ к методу электроискровой резки, разработанному в 

Советском Союзе и позднее популяризованному рядом швейцарских и других 

компаний. Однако, как представляется автору, этот метод также может быть 

реализован с использованием алмазного дискового инструмента для распиливания, 

при условии большой скорости вращения и медленной подачи во избежание 

нагрева образца. Такая конфигурация в большей степени допускает сочетание с 

картированием смещений и определением деформаций с помощью КЦИ. 

 Дальнейшим логическим шагом в развитии методов удаления материала стал 
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так называемый контурный метод, предложенный Майком Праймом в 2000 г. [33]. 

Суть подхода состоит в полной разрезке заневоленного образца посредством 

электроискровой резки, за которой следует картирование депланации (смещения 

поверхности из плоскости) на поверхностях реза, перенос контуров депланации в 

конечно-элементную модель, и решение задачи об обратном смещении 

поверхности, в результате которого восстанавливается распределение нормальных 

напряжений на этой поверхности до осуществления разреза. Несмотря на то, что 

математические основы этого подхода могут быть подвергнуты критике по целому 

ряду причин, его инженерная значимость для определения остаточных напряжений 

типа I была продемонстрирована проведенными серией межлабораторных 

исследований и сравнением с другими независимыми методами определения 

остаточных напряжений, такими, как нейтронная дифракция. 

1.3.2 Физические методы на основе дифракции 

Дифракция лучей от периодически структурированного объекта (решетки) 

является важнейшим способом определения характерных размерных параметров 

объекта, сравнимых с длиной волны излучения. При этом искомые значения длины 

определяются из анализа параметров рассеяния (например, характерных углов или 

энергий) без необходимости получения фактического изображения объекта, как в 

микроскопии. Этот подход был впервые сформулирован М. Лауэ в терминах 

обратного пространства, а затем в виде закона Брэгга-Вульфа, напрямую 

связывающего длину волны (энергию) излучения с искомым периодом решетки и 

геометрией рассеяния. По сути, обе формулировки представляют собой описание 

преобразования Фурье, реализуемого в процессе рассеяния излучения. Наиболее 

видимым проявлением этого эффекта является изменение цвета рассеянного 

видимого света при растяжении эластомера с нанесенной решеткой или 

полученного в виде упорядоченного коллоидного кристалла.  

Однако при изучении внутренних деформаций кристаллов, согласно 

гениальной догадке Лауэ, следует использовать излучение с длиной волны, 

сопоставимой или более короткой, чем характерный период структурной 
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организации объекта. Поскольку для большинства металлов параметры 

кристаллической решетки составляют несколько ангстрем (десятых долей 

нанометра), таковым излучением могут являться рентгеновские фотоны, нейтроны, 

или электроны, ускоренные до энергий в несколько десятков электронвольт. 

Недостатком последних, однако, является их сильное взаимодействие с веществом, 

обуславливающее возможность проникновения вглубь материала лишь на единицы 

микрометров. В то же время нейтронные и рентгеновы лучи могут проникать на 

десятки сантиметров и возвращаться из-под поверхности материала, принося с 

собой информацию о внутреннем устройстве и состоянии неразрушающим 

способом. 

Уже упомянутый выше метод наклона образца, известный как метод синус-

квадрат-пси, был впервые предложен в 1925 г. [34], и применен для определения 

отдельных компонент напряжений десятью годами позже [35]. Несмотря на его 

недостаточную точность и специфичность, он оказался востребован и нашел 

широкое применение в мировой инженерной практике. Дальнейшее обсуждение 

особенностей этого метода приведено в Разделе 3. 

Метод дифракции нейтронов [20] был разработан в связи с необходимостью 

оценки внутреннего напряженно-деформированного состояния в массивных 

образцах. Отличием подхода, разработанного применительно к этой 

конфигурации, является отсутствие свободной поверхности, что влечет за собой 

невозможность применения упрощающих предположений метода синус-квадрат-

пси, и необходимость интерпретации результатов в терминах не напряжений, а 

упругих деформаций кристаллической решетки. Такой подход по необходимости 

требует уделить большее внимание сочетанию эксперимента с моделированием, и 

в конечном счете обуславливает необходимость введения расчетно-

экспериментальной корреляции (РЭК). 

Рентгеновская наука получила мощный импульс с созданием европейского 

центра синхротронного излучения (ESRF) в Гренобле, Франция, который заработал 

в 1994 г. Синхротронное излучение значительно отличается от лучей, получаемых 
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использованием традиционных лабораторных источников, причем количественные 

отличия параметров настолько велики (многие порядки величин), что приводят к 

качественным отличиям в методах и возможностях использования. Наиболее 

очевидным аспектом является яркость излучения, измеряемая в единицах числа 

фотонов в секунду на площадь (в мм2) на телесный угол (в миллирадиан2) на 0.1% 

спектральной ширины. Для синхротронных источников третьего поколения этот 

параметр на несколько порядков превосходит яркость самых мощных 

лабораторных источников на основе вращающегося анода. Однако синхротронное 

излучение также обладает особыми параметрами когерентности, поляризации, 

временной структурой импульсов, и дают возможность настраивать массу 

параметров (энергию/длину волны фотонов, спектральную ширину и т.д.), что 

открывает беспрецедентные возможности для его использования для 

экспериментального решения задач материаловедения, а также биологии и 

медицины. 

Первые эксперименты с использованием синхротронных лучей во многом 

использовали уже сложившиеся экспериментальные конфигурации, 

унаследованные от лабораторных инструментов. Сюда можно отнести 

традиционную лабораторную дифрактометрию с геометрией Брэгга-Брентано для 

исследования порошковых образцов, а также использование гониометра Эйлера 

для монокристальной дифракции. С повышением качества и доступности пучков 

синхротронного излучения также возросли потребность и популярность 

двумерных пиксельных детекторов, а также разнообразных устройств для точного 

позиционирования объектов исследования (трансляция, вращение, наклон) и 

создания среды образца: механическое нагружение, включая индентирование; 

контроль температуры и среды образца, проточные ячейки и сопла для впрыска, и 

т.д. Резко повышенная скорость сбора данных позволила ввести в обращение 

эксперименты по наблюдению за все более быстрыми процессами (operando time-

resolved studies), и в полный рост встали проблемы накопления и ускоренной 

обработки данных. Параллельно стали возникать все более специфические новые 
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экспериментальные конфигурации для сбора информации в процессе испытания 

малых объемов материала: микро-колонн, наночастиц, особо тонких покрытий, 

отдельных клеток и т.п.  

По мере развития новых подходов все более интересными становились также 

возможности использования проникающей способности лучей для исследования 

внутренних объемов материала, таких, как отдельные зерна в поликристаллах, 

зернограничные выделения новых фаз, трещины и пустоты, микроволокна и т.д. С 

одной стороны, это привело к необходимости использования рентгеновской 

томографии для точного определения положения (локации) области интереса, а с 

другой породило ряд новых томографических подходов, таких, как томография 

ориентации зерен и томография упругих деформаций.  

В этом контексте следует проследить связь направления развития 

синхротронной рентгеновской науки с зависимостью определений напряжения и 

деформации от масштаба рассмотрения (усреднения), а также с введенной выше 

классификацией Давиденкова, которая оказывается применимой не только к 

понятию остаточных (внутренних) напряжений и деформаций, но также и других 

физико-химических параметров материала, таких, как химический (элементный и 

структурных) состав, валентность, магнитный момент и т.д.  

Среди развитых к настоящему времени методов синхротронной рентгеновской 

дифракции следует отметить: 

• Анализ колец Дебая-Шеррера для исследования фазового состава и напряженно-

деформированного состояния порошков и поликристаллических материалов, в 

том числе в процессе их термомеханического нагружения; 

• Анализ дифракционных картин Лауэ, полученных с использованием микро- и 

нано-фокусированных лучей; 

• Анализ обратной решетки и когерентного рассеяния Брэгга для совместного 

определения формы и деформации микро- и наночастиц; 

• Анализ функций парного распределения для изучения ближнего, среднего и 

дальнего порядков; 
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• Энергодисперсионный рентгеновский анализ для определения внутренних 

деформаций; 

В контексте последнего подхода, указанного выше, также следует упомянуть 

нейтронное рассеяние с использованием времяпролетной детекции для 

определения длины волны, что позволяет изучать деформационное состояние 

внутри массивных образцов (десятки сантиметров). Нейтронная дифракция может 

быть также использована для изучения краев рассеяния/пропускания Брэгга, а 

также для построения на этой основе томографических методов анализа. 

1.4 Заключение к Разделу 1 

Согласно проведенному литературному обзору, разработка методов 

теоретического описания и экспериментального определения остаточных 

напряжений имеет длинную и богатую историю. По мере усложнения 

представлений о внутренней структуре и организации материалов и параллельного 

развития экспериментальных методов их определения сформировалось 

сегодняшнее представление об иерархическом, многоуровневом, взаимосвязанном 

устройстве материи, что естественным образом обуславливает сложную 

статистическую сущность полей напряжений и деформаций. Это, в свою очередь, 

требует формулировки ряда задач теоретического и практического свойства 

– таких, что продвижение к получению ответа на них позволит прояснить 

фундаментальные и прикладные методики, которые позволят применять эти знания 

и навыки в ходе современного проектирования прогрессивных технологических 

систем, приспособлений и подходов к мониторингу состояния, и неразрушающих 

методов контроля для использования в контексте конструирования с учетом 

дефектов и повреждений. 

 На основе анализа достижений в области изучения внутренних деформаций 

и напряжений в иерархически структурированных материалах, и для решения 

поставленных в предыдущем разделе задач, автором были запланированы 

следующие этапы работы: 

1) Сформулировать, разработать и ввести в практику наиболее обобщенный 
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теоретический и численный подход к моделированию остаточных напряжений, 

в том числе процессов их возникновения, изменения, и снижения при отжиге, а 

также их влияния на прочность деталей машин. 

2) Заложить основы экспериментальных методик определения внутренних 

(остаточных) напряжений разных масштабов с помощью использования 

современных методов проникающего излучения: нейтронов на макро- и мезо- 

масштабах, сфокусированных синхротронных рентгеновских лучей на 

масштабах вплоть до микро- и нанометровых. 

3) Заложить теоретические и практические основы определения остаточных 

напряжений механическими методами удаления материала в микро- и нано-

масштабах с использованием фокусированных ионных пучков (ФИП-СЭМ), 

прежде всего метода микро-кольцевого ионного травления (МКИТ), но также с 

использованием послойного удаления материала для плоских кантилеверов. 

4) Разработать и применить модели деформационного поведения металлических 

поликристаллов с учетом многомасштабных полей внутренних напряжений и 

упругопластических деформаций, которые подтверждаются сравнением с 

экспериментальными данными на всех масштабах размеров, а также 

рассмотреть статистические аспекты распределений с точек зрения 

моделирования и эксперимента. 

5) Разработать и систематически применить методы механического испытания 

материалов на микро- и нано-масштабах для получения цифровых данных (карт) 

деформации и их сравнения с предсказаниями численных моделей. 

Подробное представление подходов и результатов автора, направленных на 

выполнение этих этапов работы, и составляют содержание последующих разделов 

данной диссертации. 
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2 ТЕОРИЯ СОБСТВЕННЫХ ДЕФОРМАЦИЙ 

 

 

Собственные деформации представляют собой механическую память материала о 

неупругих деформационных процессах, прошедших на всех масштабных уровнях. 

Часть этих процессов может быть обратима, например, посредством обратного 

скольжения дислокаций под влиянием остаточных напряжений обратного действия 

(back stress). Пластическая деформация может происходить посредством 

зарождения и размножения дислокационных петель вокруг источников Франка-

Рида, их последующего скольжения и запутывания, а также аннигиляции. В 

процессе скольжения дислокации могут накапливаться, образуя полосы 

скольжения (slip bands) и зернограничные скопления (pile-ups). В этом случае 

возникают значительные градиенты пластических деформаций и напряжений 

внутри зерна, что являет собой яркий пример напряжений типа III по Давиденкову.  

Дальнейшее повышение приложенного напряжения может приводить к 

проникновению полосы скольжения в соседние зерна, которые также оказываются 

вовлеченными в пластическую деформацию, создавая бóльшую зону собственных 

деформаций. Поскольку системы скольжения (плоскости и направления 

скольжения) в соседних зернах могут различаться, пластическое течение в них 

может наступать при разных значениях приложенного напряжения (разных 

факторах Шмида), то и величины пластической деформации и средних остаточных 

напряжений в соседних зернах могут различаться. Эта разница соответствует типу 

II остаточных напряжений по Давиденкову. Градиенты пластической деформации 

(собственной деформации) на зеренном масштабе могут оказывать влияние на 

дальнейшее поведение. Попытка учесть эти явления привела к созданию 

деформационно-градиентной теории. 

При развитии деформации до масштабов от долей миллиметра до нескольких 

миллиметров объем материала (поликристалла) может включать значительное 

количество зерен, достаточное для усреднения и получения значений 



 
44  

 

макроскопических (инженерных) внутренних (остаточных) напряжений типа I по 

Давиденкову. В этом случае может быть применено континуальное описание, в 

котором материал предполагается бесструктурным и однородным (хотя не 

обязательно изотропным), а собственные деформации – малыми, описываемыми 

тензором Коши. 

  
Решение задачи о равновесии деформируемого твердого тела может быть 

схематически проиллюстрировано, как показано на Рисунке 2.1 [36]. С 

кинематической точки зрения, деформация может быть описана непрерывным и 

дифференцируемым почти везде полем смещений. Симметричная часть тензора 

градиентов деформаций дает тензор малых деформаций, антисимметричная 

– тензор малых вращений. Если для описания используется непосредственно 

тензор малых деформаций, то условие сплошности может быть выражено в 

терминах равенства нулю результата повторного применения оператора curl. Эти 

соотношения известны из литературы как условия совместности деформаций Сен-

Венана. На части границы рассматриваемой области также могут быть наложены 

 
Рисунок 2.1 - Схематическое представление постановки задачи о 

равновесии деформируемого твердого тела [36]. 
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граничные условия в виде известных компонент вектора смещения. 

С точки зрения статики (равновесия), деформация должна вести к 

возникновению само-уравновешивающих полей напряжений, с учетом возможного 

действия объемных сил. Условия равновесия вращающих моментов в любом 

элементарном объеме требуют симметричности тензора напряжений. Также могут 

быть сформулированы граничные условия в терминах равенства определенных 

компонент тензора напряжений известным приложенным усилиям на единицу 

площади. 

Следующим этапом формулировки задачи о равновесии упругого континуума 

является введение определяющих уравнений, связывающих деформации и 

напряжения. Простейшими уравнениями такого типа являются уравнения 

обобщенного закона Гука, который постулирует линейную зависимость каждого 

компонента тензора напряжений от каждого компонента тензора упругих 

деформаций (в форме модулей жесткости), и наоборот (в форме податливостей). 

Однако в присутствии собственных деформаций в эту формулировку требуется 

ввести дополнительное уравнение, согласно которому полная деформации может 

быть представлена аддитивной декомпозицией (разделением) полных деформаций 

на упругие и неупругие (собственные). Именно способ такой декомпозиции и 

являет собой содержательную часть определяющих соотношений. Например, 

приращение неупругой (пластической) деформации вследствие течения может 

быть представлено в виде ассоциированного закона течения Прандтля-Рейса, 

согласно которому приращения девиаторов деформации и напряжений 

пропорциональны друг другу. Следует подчеркнуть, однако, что в рамках 

рассмотрения теории собственных деформаций аддитивная декомпозиция полей 

деформаций может предполагаться заданной, или известной может считаться 

неупругая часть. 

С этого способа рассмотрения задачи деформации упругого континуума в 

присутствии собственных деформаций и начнем разработку теории собственных 

деформаций. 
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2.1 Основные представления и решения задач о собственных деформациях 

Для выведения общей формулировки задачи о собственных деформации полезно 

рассмотреть несколько примеров. Простейшими из таковых являются задачи 

низкой размерности: нульмерные (0D), т.е. задачи, в которых напряжения и 

деформации однородны в пределах конечной области, и одномерные (1D), т.е. 

задачи, в которых напряжения и деформации зависят лишь от одной координаты. 

При рассмотрении таких конфигурации могут быть выведены принципы и способы 

перехода от пошагового моделирования процесса деформации к прямому решению 

задачи о собственных деформациях, как это продемонстрировано ниже. 

2.1.1 Нульмерная	 задача	 об	 остаточных	 напряжениях	 в	 балке	 с	
заделанными	концами	(ограничение	смещений)	

Рассмотрим задачу о деформации балки из упругого – идеально пластического 

материала, которая зафиксирована жесткими захватами в точках 𝐴 и 𝐶, 

ограничивающими смещения с двух концов, под действием нагрузки, приложенной 

в произвольной точке 𝐵 на расстоянии 𝛽𝐿 вдоль ее длины от левого края (Рисунок 

2.2) [36]. 

  

Рисунок 2.2 - Балка сечения 𝐴 из упругого-идеально пластического материала, 

жестко фиксированная с обоих концов и нагруженная усилием 𝐹, приложенным на 

расстоянии 𝛽𝐿 от левого края, создающим смещение 𝑑 [36]. 
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Здесь символ  означает полную деформацию, и смещение точки приложения 

усилия в положительном направлении вызывает сжимающие деформации в части 

2 балки. В силу наложенных ограничений условие совместности деформаций 

должно быть соблюдено в виде:  

𝜀"𝛽𝐿 + 𝜀!(1 − 𝛽)𝐿 = 0.     (2.1) 

 Под действием постепенно растущей силы F и соответствующего смещения 

d можно определить три стадии деформирования: 

Стадия I: обе части балки 1 и 2 ведут себя упруго; 

Стадия II: часть 1 (более короткая) деформируется пластически, а часть 2 остается 

упругой; 

Стадия III: обе части 1 и 2 испытывают пластическое течение. 

Для удобства введем краткое обозначение меры смещения d в единицах 

напряжения: 

𝑠 = #$
%
.     (2.2) 

 Деформации в частях 1 и 2 могут быть записаны в зависимости от  как 

𝜀" = &
'#
,			𝜀! = − &

(")')#
.     (2.3) 

Стадия I: 	𝑠 < 𝛽𝜎+, 𝑓 <
,!
")'

. 

Обе части балки остаются упругими, так что напряжения могут быть записаны как  

𝜎" = #$
'%
= &

'
, 𝜎! = − #$

(")')%
= − &

")'
.   (2.4) 

Сила на единицу площади сечения равна  

𝑓 = -
.
= -")-#

.
= 𝜎" − 𝜎! = &

'
+ &

")'
= &

'(")')
,			𝑠 = 𝑓𝛽(1 − 𝛽).  (2.5)  

Стадия II:  𝛽𝜎+ < 𝑠 < 𝜎+(1 − 𝛽),
,!
")'

< 𝑓 < ,!
'
.  

Стадия II начинается тогда, когда напряжение в части 1 балки достигает предела 

текучести материала, т.е. при значениях смещения и силы 𝑠 = 𝛽𝜎+, 𝑓 =
,!
")'

. 

Стадия II завершается, когда часть 2 также достигает состояния пластичности, т.е. 

𝑠 = 𝜎+(1 − 𝛽), 𝑓 =
,!
'

.  

ε

s
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Соотношения (2.3) для деформаций в частях 1 и 2 остаются в силе, но полная 

деформация 𝜀" в части 1 должна быть представлена в виде суммы упругой и 

неупругой (собственной) деформации 𝜀∗:  

𝜀" = 𝑒" + 𝜀∗ = 𝜎+ + 𝜀∗ =
&
'#
,				𝜀∗ = &)',!

'#
.    (2.6) 

Напряжения в частях 1 и 2 на Стадии II равны 

𝜎" = 𝜎+,			𝜎! = − &
")'

.     (2.7) 

Полная нормированная сила на Стадии II равна: 

𝑓 = -
.
= -")-#

.
= 𝜎" − 𝜎! = 𝜎+ +

&
")'

,			𝑠 = (𝑓 − 𝜎+)(1 − 𝛽).  (2.8) 

Стадия III: 𝒔 > 𝜎+(1 − 𝛽), 𝑓 >
,!
'
.	 

Так как обе части 1 и 2 балки находятся в режиме пластического течения, то 𝜎" =

𝜎+, 𝜎! = −𝜎+, и приведенная сила равна 

𝑓 = -
.
= -")-#

.
= 𝜎" − 𝜎! = 2𝜎+.    (2.9) 

В контексте изучения остаточных напряжений нам необходимо вывести 

выражения для остаточных напряжений после разгрузки балки. Если разгрузка 

происходит на Стадии I, то остаточных напряжений не возникает. Рассмотрим 

разгрузку на Стадии II, в предположении отсутствия обратной пластической 

деформации, т.е. предположим, что разгрузка происходит упруго. Верность этого 

предположения подтверждается проверкой того, что напряжения в процессе 

разгрузки остаются в пределах упругости материала, ?𝜎0? < 𝜎+. Для расчета 

разгрузки приложим смещение, равное по величине, но противоположное по знаку 

тому, которое произошло бы в идеально упругой балке под действием такой же 

силы. Обозначая максимальную силу, приложенную на Стадии II как 𝑓,̅ получаем 

𝑠̅ = A𝑓̅ − 𝜎+B(1 − 𝛽).     (2.10) 

Обращая формулы упругого поведения системы на Стадии I (2.5), получаем: 

   ∆𝑠 = −𝑓𝛽̅(1 − 𝛽).     (2.11) 

Соответствующие приращения напряжений при упругой разгрузке для частей 1 и 
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2:  

∆𝜎" = −𝑓̅(1 − 𝛽), ∆𝜎! = 𝑓𝛽̅.      (2.12)  

Совмещая полученные формулы (2.7) and (2.12), получаем остаточные напряжения 

в балке (обозначенные нижним индексом R): 

∆𝜎1" = 𝜎+ − 𝑓̅(1 − 𝛽) = 𝛽𝜎+ − 𝑠̅, ∆𝜎1! = −𝑓̅ + 𝜎+ + 𝑓𝛽 = 𝛽𝜎+ − 𝑠.D   (2.13) 

Замечаем, что напряжения удовлетворяют уравнениям равновесия: 

𝑓 = ∆𝜎1" − ∆𝜎1! = 0.      (2.14) 

На Стадии II 𝛽𝜎+ < 𝑠 , и сжимающие остаточные напряжения возникают в балке 

из-за неупругой (собственной) деформации части 1.  

Продемонстрируем, что финальное напряженно-деформированное состояние 

балки может быть получено непосредственно на основе знания собственной 

деформации без моделирования процесса. При максимальной нагрузке на Стадии 

II, соответствующей значениям 𝑠̅ and 𝑓̅ параметров, собственная деформация 

согласно (2.6) имеет вид: 

𝜀∗ = &̅)',!
'#

.      (2.15) 

Остаточные напряжения и упругие деформации после разгрузки удовлетворяют 

уравнениям ∆𝜎1" = ∆𝜎1!, 𝑒" = 𝑒! = 𝑒. Следовательно, уравнение совместности (2.1) 

дает: 

(𝜀∗ + 𝑒) + 𝑒(1 − 𝛽) = &̅)',!
#

+ 𝑒 = 0;		∆𝜎1" = ∆𝜎1! = 𝐸𝑒 = 𝑠̅ − 𝛽𝜎+.  (2.16) 

Таким образом, остаточное напряженно-деформированное состояние (ОНДС) 

балки было получено без пошагового решения задачи о деформации балки, а путем 

прямого совместного решения уравнений равновесия напряжений и совместности 

деформаций. Этот метод ведет к линейным уравнениям, которые не требуют 

итеративного решения и предоставляют наискорейший способ решения задачи. 

Метод обладает особыми преимуществами тогда, когда поведение материала в 

процессе деформирования трудно поддается определению и описанию, например, 

в случае сложной траектории вовлекаемых термомеханических процессов, 

зависимости параметров материала от истории деформирования и температуры, а 
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также процессов фазового превращения и упрочнения. Рассмотренная простейшая 

задача также дает представление о влиянии заделки (ограничения смещений) на 

границе образца или его части, на остаточные напряжения, возникающие 

вследствие неупругой деформации. 

2.1.2 Нульмерная	задача	об	остаточных	напряжениях	при	наложении	
условий	равновесия	напряжений	и	однородности	деформаций	

Рассмотрим теперь другой вариант механизма возникновения собственных 

деформаций и остаточных напряжений, а именно, условие соблюдения равновесия 

напряжений и однородности полных деформаций. В работе [36] рассмотрен 

композитный материал, состоящий из двух жестко соединенных слоев из разных 

упругих-идеально пластических материалов 1 и 2, подверженный одноосному 

растяжению или сжатию вплоть до наступления пластической деформации. 

Показано, что и в этом случае могут быть рассмотрены три стадии 

деформирования. Остаточное напряженно-деформированное состояние (ОНДС) 

может быть получено для известных собственных деформаций прямым 

совместным решением уравнений равновесия напряжений и совместности 

деформаций, без привлечения моделирования процесса. Для определения ОНДС 

достаточно информации о неупругих (собственных) деформациях, остающихся в 

материале после разгрузки. 

 На основе рассмотрения нульмерных задач об остаточных напряжениях 

могут быть сделаны следующие предварительные выводы: 

• Возникновение остаточных напряжений в топологически односвязном объеме 

однородного материала связано с наличием несовместной собственной 

деформации, возникшей вследствие пластического течения, фазового 

превращения, температурных изменений, применения вырезки и склейки, и т.д.  

   При этом существуют распределения пластической деформации, которые не 

ведут к возникновению остаточных напряжений. К таковым относятся 

однородные или линейные распределения собственных деформаций во всём 

объеме тела. Однородное повышение или понижение температуры однородного 
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тела без ограничений смещений ведет к изменению размеров без возникновения 

остаточных напряжений, однако наличие связей между частями тела с разными 

коэффициентами теплового расширения порождает остаточные напряжения.  

• Источником неупругой деформации может быть пластическое течение; однако, 

любой способ создания в твердом теле заданной собственной деформации 𝜀∗ 

приведет к тому же ОНДС – например, если эта собственная деформация 

вызвана разницей в коэффициенте теплового расширения, операцией вырезания 

и склеивания, и т.д. (Примером операции вырезания и склеивания может 

служить создание дислокации в бесконечном кристалле путем удаления полу-

бесконечной атомной плоскости, после которого восстанавливаются связи 

между берегами разреза и создается характерное остаточное напряженно-

деформированное состояние). 

• Разгрузка после однородного пластического деформирования свободной балки 

ведет к изменению формы (длины и сечения), но не вызывает остаточных 

напряжений. Интересно отметить, что этот вывод приходится отвергнуть, как 

только к рассмотрению привлекается структура материала, например, зёренная 

структура в поликристалле – ОН типа I остаются равными нулю, но возникают 

ОН типа II и III, связанные с неоднородностью собственных деформаций на этих 

масштабах. 

2.1.3 Одномерные	задачи	об	остаточных	напряжениях	
Рассмотрим теперь задачу о неупругой деформации, зависящей лишь от одной 

координаты. Простейшим случаем, наиболее удобным для рассмотрения, является 

неупругий изгиб балки. Рассмотренная задача проиллюстрирована на Рисунке 2.3 

[36]. 

В работе [36] показано, что решение задачи об остаточных напряжениях 

вследствие неупругого изгиба может быть представлено аналитически на основе 

известной зависимости продольной собственной деформации от поперечной 

координаты 𝜀∗(𝑥). 
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При выводе решения задачи используется гипотеза плоских нормалей 

Кирхгофа, согласно которой полная деформация представима в виде 

,     (2.17) 

и следовательно упругая деформация  

.     (2.18) 

Записываются условия равновесия сил и моментов, 

,         (2.19) 

.          (2.20) 

ε = e+ε* = a+bx / h

*/ ( )e a bx h xe= + -

*/ ( ) d 0
R

L

x

x

F a bx h x xeé ù= + - =ë ûò

*/ ( ) d 0
R

L

x

x

M a bx h x x xeé ù= + - =ë ûò

 
Рисунок 2.3 - Иллюстрация к рассмотрению изгиба балки [36]. 
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Для написания аналитического решения задачи вводятся два параметра (нулевой и 

первый моменты распределения собственной деформации) 

,        (2.21) 

Подстановка решений линейных уравнений (2.19),(2.20) для неизвестных 𝑎 и 

𝑏 в (2.18) дает аналитическое решения задачи об ОНДС в виде остаточных упругих 

деформаций (о.у.д.), т.е. упругих деформаций, сохраняющихся в балке после 

разгрузки: 

.    

(2.22) 
Соотношение между распределением собственных деформаций и остаточных 

упругих деформаций проиллюстрировано на Рисунке 2.4 [36], где в качестве 

абсциссы выбрана поперечная координата в сечении балки, нормированная на ее 

полувысоту, в качестве абсциссы – деформация (собственная или остаточная 

упругая), нормированная на полный диапазон пластической деформации при 

изгибе. 

Аналогичным способом может быть рассмотрена и решена осесимметричная 

задача об ОНДС полого цилиндра (толстостенной трубы), например, вследствие 

пластической деформации под избыточным внутренним давлением. Эта задача 

представляет собой упругопластический аналог задачи Ламé и соответствует 

способу упрочнения стволов орудий, известного под французским названием 

autofrettage. В работе [37] рассмотрена модель пластического расширения диаметра 

отверстия в толстостенной трубе, следствием которого является возникновение 

распределения пластических деформаций. Показано, что введение поля 

собственных деформаций в задачу об упругом равновесии полого цилиндра 

(толстостенной трубы) ведет к возникновению того же поля ОН, как и при решении 

задачи об упругопластическом деформировании под влиянием возрастающего 

внутреннего давления. 

*1 ( )d
R

L

x

x

x x
h

eG = ò *
1 2

1 ( ) d
R

L

x

x

x x x
h

eG = ò

( )2 2 *
12

1( ) 6 ( )(2 ) 2 ( ) 3 ( ) ( )
( ) R L R L R R L L R L
R L

e x x x x x x x x x x x x x x
x x

eé ù= G - - - + G + + - + -ë û-



 
54  

 

  
2.2 Прямая задача теории собственных деформаций 

Таким образом, решение задачи о собственных деформациях континуального 

твердого тела не предполагает поиск решения путем последовательного 

(инкрементального) представления процесса пластического течения. Напротив, 

собственные деформации могут полагаться возникшими внезапно, внося 

неоднородность и несовместность в тензор малых деформаций твердого тела. 

Отклик упругого тела требует возникновения соответствующих упругих 

деформаций и связанных с ними внутренних напряжений. 

(а)   
 

(б)  
Рисунок 2.4 – (а) Собственная деформация и (б) остаточная упругая 

деформация вдоль балки, претерпевшей упругопластический изгиб [36]. 

Абсцисса: поперечная координата в сечении балки, нормированная на ее 

полувысоту. Ордината: (а) собственная деформация и (б) остаточная упругая 

деформация, нормированные на диапазон пластической деформации при 

изгибе. 
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 Такого рода подход был применен Джоком Эшелби [12] для получения 

решения об эллипсоидальном включении (неоднородности) в бесконечном 

упругом континууме. Для иллюстрации этого подхода рассмотрим одномерную 

(1Д) задачу о бесконечном пространстве с включением в виде бесконечного 

круглого цилиндра, претерпевшего неупругую деформацию расширения, 

например, вследствие небольшого нагрева при наличии разницы коэффициентов 

теплового расширения между материалом цилиндра и окружающей среды. 

Предложенный автором подход к решению этой задачи проиллюстрирован на 

Рисунке 2.5. 

Для решения задачи делается предположение о плоском деформированном 

состоянии и вводятся две области: область (1) соответствует цилиндру радиуса 𝑎, 

содержащему собственную деформацию 𝜀03∗ , а область (2) соответствует 

окружающему бесконечному континууму. Напряженное состояние в цилиндре (1) 

описывается равноосным сжатием давлением 𝑝, для которого легко могут быть 

 

Рисунок 2.5 – Предложенная автором схематизация подхода к решению задачи 
Эшелби о цилиндре. 
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выведены значения упругих деформаций в полярных координатах. Полная 

деформация записывается как их сумма с неупругой (собственной) деформацией 

𝜀⬚
∗ , и смещения на границе получаются интегрированием (из определения 

окружной деформации). 

 Напряженное состояние в окружающей среде записывается в виде решения 

задачи Ламé, из которого аналогичным способом получается значение радиальной 

компоненты смещения на границе областей. Финальным шагом решения является 

наложение требования сплошности деформаций, которое в данном случае сводится 

к равенству граничных смещений в областях (1) и (2), и представляет собой 

удовлетворение требованиям совместности деформаций Сен-Венана. В результате 

получены значения неизвестных полей остаточных напряжений как линейной 

функции значения собственной деформации. 

 Основным выводом, делаемым из этого иллюстративного примера, является 

то, что задача о равновесии континуума при наличии собственных деформаций 

может быть решена рассмотрением последних как пертурбации регулярной задачи 

теории упругости. 

Перейдем к общей формулировке прямой задачи теории собственных 

деформаций (ТСД). Остаточное напряженно-деформированное состояние (ОНДС) 

в трехмерных твердых телах произвольной формы чаще всего является сложным 

для описания, так как в общем случае требует описания полей шести компонентов 

тензора напряжений в зависимости от трех пространственных координат. Трудно 

вообразить экспериментальный подход, который давал бы возможность извлекать 

такой уровень детального описания. В любом случае, даже получение «точечных» 

значений компонентов напряжений представляет собой серьезную задачу.  

Любое ОНДС должно быть, по определению, самоуравновешивающимся, т.е. 

удовлетворять во всем объеме дифференциальным уравнениям 

div	𝛔 = 0.       (2.23) 

Далее, на свободных поверхностях образца ОНДС должно удовлетворять условиям 

исчезающих усилий, 
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,      (2.24) 

где  обозначает нормаль к поверхности. На практике оказывается чрезвычайно 

сложным наложить такие требования на определяемое ОНДС, или сформулировать 

требования к разрозненным экспериментальным данным. Однако возможным 

окажется построить рациональную теорию остаточных напряжений на основе 

собственных деформаций, если будут сформулированы и применены следующие 

основополагающие принципы: 

(a) В отсутствие собственных деформаций твердое тело свободно от остаточных 

напряжений, согласно определению упругого материала.  

(b) Остаточные напряжения возникают вследствие введения в твердое тело 

посредством неупругого механизма (пластичность, ползучесть, нарушение и 

восстановление сплошности, фазовое превращение) неоднородных собственных 

деформаций. (Собственные деформации, изменяющиеся линейно во всем 

объеме тела не ведут к созданию ОН). 

(c) Упругие и неупругие (собственные) деформации аддитивны, т.е. 

, или в индексной форме, ,    (2.25) 

где обозначает полную деформацию,  обозначает упругую деформацию, и 

обозначает собственную деформацию. 

(d) Полная деформация должна быть совместна, т.е. удовлетворять уравнениям 

совместности Сен-Венана 

. 

Это ведет к дифференциальным уравнениям второго порядка типа 

.    (2.26) 

(e) Собственные деформации выступают как источники или «ядра деформаций» 

(согласно Ляву). При наличии собственных деформаций упругие деформации 

более не могут быть совместными, так как это требование накладывается 
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уравнениями Сен-Венана лишь на полные деформации. Таким образом, можно 

записать уравнения совместности для упругих деформаций с правой частью:  

,     (2.27) 

где 

.     (2.28) 

Эта правая часть и является пертурбацией уравнений упругости, ведущей к 

отличию от тривиального решения задач об ОНДС в отсутствие приложенных 

внешних усилий. Следует также заметить, что правая часть уравнения 

превращается в ноль для собственных деформаций, линейно изменяющихся во 

всем объеме твердого тела. В то же самое время, скачкообразные изменения 

между однородными собственными деформациями в разных частях твердого 

тела ведут к появлению в правой части уравнения производных от дельта-

функции, которые после интегрирования вносят вклад в ОНДС.  

(f) Задача определения ОНДС вследствие заданной собственной деформации  

требует совместного решения уравнений (2.27),  (2.23) и (2.22) и определяющих 

уравнений упругости (обобщенного закона Гука), задающих линейную 

зависимость компонент тензора напряжений 𝜎03 от компонент тензора упругих 

деформаций 𝑒56: 

, или, в индексной записи, 𝜎03 = 𝐶0356𝑒56,  (2.29) 

где используется обозначения Эйнштейна, подразумевающие суммирование по 

повторяющимся индексам. 

(g) Прямая задача о собственных деформациях ничем не отличается от широко 

известной и подробно исследованной задачи термоупругости, в которой правая 

часть уравнения (2.27) возникает вследствие сочетания градиентов 

(неоднородности) температуры и коэффициентов температурного расширения. 

При условии, что все шесть независимых компонент тензора коэффициентов 

температурного расширения могут быть заданы как произвольные функции 
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пространственных координат, ими может быть промоделировано любое 

распределение собственных деформаций. 

Т. Мура [14] представил аналитические решения задачи о собственных 

деформациях на основе функций Грина теории упругости , которые дают 

выражения для смещений  в точке x бесконечного упругого тела вследствие 

приложения единичной концентрированной силы в точке x’, приложенной в 

направлении m. Функции Грина удовлетворяют следующему фундаментальному 

уравнению: 

.    (2.30) 

Для изотропного упругого тела функция Грина («ядро деформации») имеет вид 

.    (2.31) 

Для произвольного распределения собственных деформаций 𝜀78∗ (𝐱9) поле 

смещений  𝑢0(𝐱) получается сверткой собственных деформаций с производными 

функции Грина: 

.     (2.32) 

Таким образом, уравнение (2.32) представляет собой решение прямой задачи 

теории собственных деформаций (ТСД) для произвольного распределения 

источников. Однако, такая форма записи решения оказывается удобной лишь для 

решения узкого класса задач, для которых могут быть получены аналитические 

формулы для интегралов типа (2.32), например, для эллипсоидов Эшелби [12][14]. 

На практике решение прямых задач теории собственных деформаций может быть 

получено на основе принципа суперпозиции, согласно которому ОНДС от 

одновременного введения двух и более распределений собственных деформаций 

могут быть получены суммированием ОНДС от каждого отдельного 

распределения. Более того, при увеличении величины собственных деформаций в 

n раз во столько же раз увеличивается ОНДС, представляющее собой решение. 

Таким образом, для поиска решения может быть использовано любое 
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представление полей собственных деформаций в виде линейной комбинации 

базовых функций. 

 Такой подход открывает путь к использованию разнообразных 

функциональных представлений полей собственных деформаций, например, в виде 

полиномов, сплайнов, конечно-элементных функций формы, и т.п. Пожалуй, еще 

более важным аспектом использования таких представлений является тот факт, что 

для поиска решений обратной задачи о неизвестных полях собственных 

деформаций может быть использован метод Рэлея-Ритца, как показано в 

следующем разделе. 

2.3 Обратная задача теории собственных деформаций 

В данном разделе рассматривается класс задач об определении неизвестных 

полей собственных деформаций на основе данных об ОНДС. Хотя эта 

формулировка и состоит в обратном соотношении с задачами, рассмотренными 

ранее, они не могут быть представлены обычной инверсией. Как указано ранее, 

информация об ОНДС, которая может быть получена экспериментально, никогда 

не бывает полной вплоть до континуального описания, которое позволило бы 

проводить операции дифференцирования и интегрирования. В лучшем случае на 

практике могут быть известны отдельные значения компонент остаточных 

напряжений или упругих деформаций, полученных различными методами 

(дифракции, удаления материала – см. ниже) в некоторых приблизительно 

заданных объемах с ограниченной точностью. Встают серьезные вопросы о 

существовании и единственности решения, гладкости и непрерывности 

зависимости решения от данных, и т.п. Каким же образом может быть 

сформулирован эффективный обобщенный подход к решению такого рода задач? 

Приближенные решения могут получены путем регуляризации и 

использования численных методов оптимизации, как будет показано ниже. 

Фактически, будут рассмотрены задачи реконструкции полей собственных 

деформаций, которые некоторым образом оказываются аналогичными задачам 

алгебраической томографической реконструкции (algebraic reconstruction 
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technique, ART): на основе ограниченных (дискретных) данных (проекций) 

получить цифровое или функциональное описание неизвестных физических 

величин повсюду в исследуемом образце.  

Для иллюстрации формулировки обратной задачи ТСД рассмотрим набор 

экспериментальных данных, представляющих собой значения остаточных упругих 

деформаций 𝑦3, определенных экспериментально в точках 𝑥3, j = 1,…,m. Для 

простоты будем считать, что данные были собраны в результате сканирования 

точки (объема) исследования (gauge volume) вдоль одной координаты x. Следует 

заметить, что это упрощение не ограничит полученные выводы, так как основным 

предположением является счётность точек измерения, индексируемых j = 1,…,m. 

Если сканирование производится на плоскости или в объеме, то данные могут быть 

проиндексированы аналогичным способом для позиций rj, j = 1,…,m, где rj – 

радиус-вектор центра исследуемого объема в точке j.  

 Выберем обозначение 𝑒(𝑥) для предсказанного, или модельного значения 

остаточной упругой деформации, или ее среднего значения в исследуемом объеме. 

Следует заметить, что применение конкретного экспериментального метода может 

внести коррективы на этом шаге формулировки задачи – например, использования 

усреднения с определенным весом вследствие поглощения излучения. Для 

расширения применимости выводов предположим лишь, что экспериментальное 

значение соответствует результату применения линейного интегрального 

оператора в некотором объеме. Допустим, что применение этого оператора к 

решению некой прямой задачи ТСД с неизвестными параметрами дает модельное 

значение 𝑒3 = 𝑒(𝑥3). Для оценки качества соответствия модели эксперименту 

введем функциональную форму J, заданную суммой квадратов разностей между 

измерениями и предсказаниями, с весами 𝑤3: 

.      (2.33) 

Задание весов 𝑤3 на этом этапе оставим на усмотрение исследователя. Например, 

их значение может быть выбрано на основе точности измерения: в случае 

2

1
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j j j
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применимости статистики Пуассона принято предполагать, что ошибка измерения 

пропорциональна корню квадратному из числа импульсов (counts), а относительная 

ошибка обратно пропорциональна оному.   

Таким образом, решение обратной задачи ТСД сводится к поиску такой 

модели остаточного НДС, которое минимизирует функционал J. Подобная 

формулировка укоренена в применении вариационного исчисления и дает 

возможность использовать как аналитические, так и численные методы для поиска 

точного или приближенного решения. 

Для дальнейшего прояснения сути предлагаемого численного метода 

предположим, что неизвестное остаточное НДС описывается по-прежнему 

неизвестным распределением собственных деформаций , которое может быть 

представлено конечной линейной комбинацией базисных функций  с 

коэффициентами 𝑐0: 

.      (2.34) 

Здесь N обозначает число базисных функций. 

Ранее было показано, что НДС для произвольного распределения 

собственных деформаций , а также для каждой из базисных функций  

может быть получено без итераций аналитическим или численным решением 

пертурбированной задачи теории упругости. Применяя это решение к каждой из N 

базисных функций , получаем набор из N решений, обозначаемых . 

Ключевым следующим шагом в построении решения является линейность 

решения прямой задачи ТСД, согласно которой модельные значения остаточных 

упругих деформаций  вследствие распределения  заданного уравнением 

(2.34) могут быть записаны в виде линейной формы решений ,  

,      (2.35) 

причем с теми же коэффициентами , что и в уравнении (2.34). 
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 Таким образом, задача поиска неизвестного распределения  свелась к 

определению N неизвестных коэффициентов , которые соответствуют минимуму 

функционала J в уравнении (2.33). Переписывая этот результат, получаем: 

.      (2.36) 

Заметим, что выражение выше является квадратичной и положительно 

определенной функцией неизвестных коэффициентов . Соответственно, 

единственный минимум этой функции может быть найден удовлетворением 

условия 

, или     i = 1, …, N.    (2.37) 

Поскольку функция (2.36) квадратична, то система уравнений (2.37) для 

неизвестных коэффициентов  линейна. Ее решение может быть получено без 

итераций обращением линейной системы уравнений, записанной в явном виде 

ниже. 

Частная производная J по коэффициентам  имеет вид:  

.   (2.38) 

Для иллюстрации предположим, что все веса  равны единице, что приводит к 

упрощению уравнения (2.38) к виду: 

.     (2.39) 

Введем матричные и векторные обозначения 

,        ,       .      (2.40) 

Здесь  - это матрица решений прямой задачи ТСД, имеющая первый индекс 

размерности N (число базисных функций) и второй индекс размерности m (число 

точек экспериментальных измерений), представленных вектором y. Неизвестные 

коэффициенты представлены N-вектором c.  Отмечая, что в матричном скалярном 

произведении в уравнении (2.39) обозначение  соответствует элементам 
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транспонированной матрицы , суммы в уравнении (2.39) могут быть переписаны 

в матричной форме: 

,   .     (2.41) 

Уравнение (2.39) принимает вид 

.       (2.42) 

Приближенное численное решение обратной задачи ТСД сведено к решению 

линейной системы уравнений для неизвестного вектора коэффициентов c={ci} в 

форме: 

.       (2.43) 

При поиске математического решения обратной задачи непременно встают 

вопросы существования и единственности решения. В случае аналитической 

формулировки в рамках теории вариационного исчисления получение ответа на эти 

вопросы требует подробного функционального анализа формы неизвестной 

функции (или функций). Например, поля собственных деформаций могут быть 

разрывны в силу неоднородности материала (локализации пластической 

деформации в отдельных зернах) или поля деформации. Кроме того, возможен 

другой выбор функционала (2.36), основанный на принципе стационарности 

упругой или дополнительной энергии [38][39]. Дальнейшее обобщение выводов 

касательно аналитического решения поставленной задачи представляется 

затруднительным в настоящее время. 

В контексте поиска приближенного численного решения, существование и 

единственность решения были продемонстрированы выше для произвольного 

выбора базисных функций и их количества. Более того, очевидно, что расширение 

набора базисных функций может лишь улучшать точность решения в том смысле, 

который вложен в эти термины уравнением (2.36). Очевидно, тем не менее, что для 

сходимости приближенного решения к верному решению задачи необходимо 

обеспечить представимость искомой функции в виде суперпозиции выбранных 

базисных функций. Этот выбор лежит за пределами предложенного 

E

1

m
T

ij kj
j
e e

=

= =åA EE
1

m

ij j
j
e y

=

= =åb Ey

( )2 0JÑ = − =c Ac b

=Ac b



 
65  

 

математического алгоритма и остается усмотрением исследователя. Он должен 

быть мотивирован и направляем сопутствующей дополнительной информацией о 

полях неупругих деформаций в образце. 

2.4 Переносимость характеристических собственных деформаций 

Развитие методов решения прямой и обратной задачи Теории Собственных 

Деформаций сделало возможным новый метод описания остаточного напряженно-

деформированного состояния (ОНДС) посредством полей его источников (nuclei of 

strain), а именно, полей собственных деформаций, унаследованных от предыдущей 

истории деформирования материала. С концептуальной точки зрения может быть 

сделан вывод, что поле собственных деформаций представляет собой 

«механическую память» материала, которая и ведет к появлению остаточных 

напряжений (ОН) и остаточных упругих деформаций (о.у.д.). 

 Остаточные упругие деформации – это деформации, возникающие в твердом 

теле, свободном от приложенных смещений и внешних нагрузок вследствие 

необходимости удовлетворения требованиям совместности полных деформаций и 

равновесия напряжений. Изменение геометрии твердого тела, например, 

вследствие удаления материала, ведет к перераспределению ОН и о.у.д. Таким 

образом, эти параметры не являются инвариантными: они не могут перенесены с 

объекта одной геометрии на другой, даже если их подвергнуть одному и тому же 

способу неупругой обработки. В отличие от этих параметров, при соблюдении 

определенных условий собственные деформации могут являться переносимым 

параметром. 

 Рассмотрим решение задачи об ОНДС в пластически изогнутой балке, 

приведенное выше в разделе 2.1.3. Как видно из уравнения (2.22), решение 𝑒(𝑥) 

представляет собой явную (линейную) зависимость от распределения собственных 

деформаций 𝜀∗(𝑥), а также от его интегральных моментов 𝛤 и 𝛤". Рассмотрим 

операцию невозмущающего удаления материала на одной из поверхностей балки, 

ведущую, например, к уменьшению значения 𝑥1. Под невозмущающим 

воздействием здесь предполагается такая операция, при которой допускается 
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перераспределение упругих деформаций и ОН, восстанавливающее совместность и 

равновесие, но не наступает дополнительное пластическое течение, так, что 

сохраняется поле собственных деформаций 𝜀∗(𝑥). Следствием уменьшения 𝑥1 

будет изменение значений 𝛤 и 𝛤" согласно уравнениям (2.21), которое обеспечит 

соблюдение уравнений равновесия (2.19) и (2.20). Следовательно, полученное 

таким образом решение по-прежнему будет соответствовать ОНДС для твердого 

тела измененной геометрии. 

 Таким образом, может быть сделано предположение об инвариантности 

(возможности перенесения) полей собственных деформаций между телами разной 

геометрической формы.  

 В качестве примера и в поисках экспериментального подтверждения 

принципа переносимости собственных деформаций была рассмотрена задача о 

дробеструйной обработке (shot peening) поверхности образца сложной 

геометрической формы, представляющей собой конус с закруглением , показанный 

на Рисунке 2.6. Материал образца представлял собой антикоррозионную 

хромоникелевую медную сталь с дисперсионным упрочнением сорта 17-4PH (EN 

1.4548), имеющую весовой химический состав (в %): Cr 15∼17.5, Ni 3∼5, Cu 3∼5, 

C<0.07, Mn<1.00, P<0.04, S<0.03, Si<1.00, остаток Fe. Исходная заготовка была 

получена плавлением с электрошлаковым переплавом и последующей проковкой 

для получения прута. Материал был затем выдержан в солевой ванне при 

температуре 1040±15°C и охлаждению на воздухе до 30°C, с последующим 

состариванием при 480°C в течение одного часа, и охлаждением. Полученные 

образцы подвергались дробеструйной обработке с интенсивностью 16 по Альмену, 

т.е. создающей в пластине типа А по Альмену (толщиной 0.051±0.001 дюйма) 

высоту арки прогиба 0.016 дюймов. Образцы в форме «карандаша» (цилиндра 

диаметром 10 мм с окончанием в виде конуса с половинным углом раскрытия 15.5° 

и сферическим кончиком с радиусом 0.75 мм были подвергнуты дробеструйной 

обработке конической поверхности. 

 Таким образом, в пределах одного образца было создано поле ОН, вызванных 
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однородной дробеструйной обработкой с фиксированными параметрами 

интенсивности.  

 
Плоский образец в виде центрального сечения толщиной около 0,5мм 

(вставка на Рисунке 2.6) был установлен на лабораторном столе канала ID31 

европейского центра синхротронных исследований (ESRF) для сканирования в 

 

Рисунок 2.6 – Иллюстрация исследования, демонстрирующего независимость 

поля собственных деформаций вследствие дробеструйной обработки от 

геометрии образца. (D) Форма плоского сечения образца для исследования 

методом дифракции, полученного методом электроэрозионной резки тела 

конической формы с закруглением (вставка). Указаны также области 

определения профилей остаточных упругих деформаций (о.у.д.) на разных 

расстояниях от вершины. (А), (В), (С) – экспериментальные данные (синие 

квадраты) и модельные вычисления о.у.д. (ордината – в единицах 10-6), 

полученные на основе решения обратной задачи ТСД с использованием 

единого (инвариантного) распределения собственных деформаций по глубине 

от поверхности обработки. 
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плоскости, перпендикулярной падающему монохроматическому лучу с энергией 

60 кэВ (длиной волны 0,206Å) размером 50мкм в радиальном направлении в 

образце. 

Более подробно различные способы использования рентгеновских лучей для 

определения внутренних упругих деформаций представлены в разделе 3. В данном 

эксперименте, для определения остаточной упругой деформации использовалось 

отражение на угол около 10° oт плоскостей (211) кристаллов феррита, который 

являлся главной объемной фазой в исследуемом сплаве. По положению центра 

пика, согласно формуле Вульфа-Брэгга (3.1), определялось межплоскостное 

расстояние 𝑑!"".  

Сдвиг центра пика по отношению к его референтному положению, 

полученному от порошка сплава (т.е. по сравнению со значением межплоскостного 

расстояния 𝑑:!"" в отсутствие ОН), интерпретировался как остаточная упругая 

деформация 𝑒(𝑥) в исследуемом объеме материала согласно уравнению: 

𝑒(𝑥) = $#"")$$#""

$$#""
.       (2.44) 

Полученные экспериментальные результаты для осевой компоненты о.у.д. (по 

отношению к форме образца) представлены на Рисунке 2.6 (А),(В),(С) в виде синих 

квадратных маркеров, соединенных кривой. Из результатов следует, что кривые 

о.у.д. меняются в зависимости от расстояния области измерения от вершины 

образца. Помимо изменения глубины отрицательного пика приповерхностных 

сжимающих о.у.д. (и ОН), можно отметить изменение величины компенсирующих 

растягивающих о.у.д. в сердцевине образца, связанное с перераспределением 

упругих деформаций для достижения равновесия ОН. 

 Для поиска распределения собственных деформаций было применено 

решение обратной задачи ТСД, реализованной в численном алгоритме МКЭ на 

основе программного пакета ABAQUS. Общее для всех случаев неизвестное 

распределение 𝜀;;∗ (𝑥) было представлено в виде суммы базисных функций с 

коэффициентами 𝑐0 согласно уравнению (2.34), и проводилась подгонка их 
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значений по отношению ко всей совокупности экспериментальных данных, 

показанных маркерами в виде черных треугольников на Рисунке 2.6 (А),(В),(С). 

 Как явствует из кривых, приведенных на Рисунке 2.6 (А),(В),(С), несмотря на 

локальные отклонения результатов моделирования от экспериментальных 

значений, было получено удовлетворительное соответствие для всех трех областей 

измерений. Более того, независимая подгонка каждой кривой экспериментальных 

данных на Рисунке 2.6 (А),(В),(С) не приводила к принципиальному изменению 

результатов. На основании полученных наблюдений можно сделать вывод, что 

профиль собственных деформаций, внесенный в разные области образца 

вследствие дробеструйной обработки, является инвариантным и представляет 

собой совместную переносимую характеристику материала и технологического 

процесса, не зависящую от геометрии образца. 

 Следует внести оговорку, что предположение о переносимости поля 

собственных деформаций должно быть использовано осмотрительно с учетом 

особенностей технологического процесса. Например, неправильно закрепленные 

тонкостенные образцы, подверженные дробеструйной обработке, могут 

претерпевать значительные изгибные деформации, вызывающие дополнительное 

пластическое течение и ведущие к изменению полей собственных деформаций. 

Именно по этой причине попытки перенесения высокоинтенсивных методов 

механической обработки на тонкие кромки элементов конструкций, таких, как 

лопатки компрессоров и турбин авиационных двигателей, часто имеют 

противоположный эффект, т.е. ведут к понижению, а не повышению прочности 

деталей. Помимо возможной изгибной или мембранной деформации тонких 

пластин в процессе обработки, причина этого явления также может состоять в 

создании в сердцевине образца высоких растягивающих ОН, которые 

способствуют зарождению трещин, особенно в условиях циклического 

нагружения. Приемлемое технологическое решение должно быть найдено 

сочетанием выбора условий процесса (интенсивности) совместно с анализом 

ОНДС методами экспериментального определения ОН (о.у.д.) и теории 
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собственных деформаций. Этим вопросам посвящены дальнейшие разделы 

диссертационной работы. 

 Использование МКЭ в качестве средства получения решений прямой задачи 

ТСД для твердых тел геометрии произвольной степени сложности было впервые 

предложено и продемонстрировано в работе [41]. На Рисунке 2.7 (слева) 

проиллюстрирована геометрия экспериментального образца, который был получен 

электронно-лучевой сваркой двух пластин размером около 200 х 30 мм и толщиной 

3 мм из упрочняемого никелевого сплава Инконель 718 (IN718). Картирование 

компонент о.у.д. осуществлялось с помощью дифракции монохроматического 

синхротронного рентгеновского луча энергией 70 кэВ на канале ID11 (ESRF). Для 

определения о.у.д. использовалось отражение Брэгга от плоскостей (111) основной 

(матричной) фазы 𝛾 сплава IN718. 

 
На Рисунке 2.7 справа показан результат реконструкции всего поля вертикальной 

компоненты ОН на основании решения обратной задачи ТСД. Следует обратить 

внимание на тот факт, что эта реконструкция не являет собой попросту 

  

Рисунок 2.7 – Реконструкция полного поля вертикальной компоненты ОН в 

образце со сварным швом [41]. Слева: схематическая иллюстрация геометрии 

пластины и линий измерения о.у.д. на расстояниях 0, 2, 10 и 50 мм от края. 

Справа: иллюстрация распределения вертикальной компоненты ОН, 

полученной с помощью найденного поля собственных деформаций.  
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интерполяцию собранных экспериментальных данных, поскольку процесс поиска 

решения включал в себя использование только таких слагаемых, которые 

одновременно удовлетворяют всем уравнениям континуальной теории 

деформируемого твердого тела, т.е. соответствуют требованиям равновесия 

напряжений и совместности деформаций. С математической точки зрения, эти 

ограничения вносят значительную степень регуляризации обратной задачи. С 

практической точки зрения, это означает, что результатом реконструкции ОН 

являются поля всех компонентов ОНДС, в том числе тех, которые не были 

напрямую исследованы экспериментально. В качестве иллюстрации на Рисунке 2.8 

показана реконструкция поля эквивалентного напряжения фон Мизеса. Как видно, 

область концентрации ОН соответствует краю сварного шва, что часто и служит 

местом возникновения повреждений при дальнейшем нагружении. 

 

 

Рисунок 2.8 – Реконструкция поля эквивалентного напряжения фон Мизеса в 

образце со сварным швом [41]. 
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2.5 Заключение к Разделу 2 

Метод решения обратной задачи ТСД, предложенный в §2.3, представляет собой 

синтез подходов Эйлера, Гаусса и Ритца в применении к задаче теории упругости 

в присутствии собственных деформаций, создающих пертурбацию уравнений 

совместности Сен-Венана в постановке статической задачи равновесия упругого 

континуума. 

Дальнейшее усложнение поставленной задачи возникает, если 

рассматривается многокомпонентная форма остаточных и/или измеренных 

деформаций, которая может быть выражена в тензорной форме (с двумя индексами 

Коши) или векторной форме (с одним индексом в записи Фойгта). Очевидно, 

однако, что в силу линейности теории упругости и формулировки задачи 

предложенный подход допускает обобщение путем прибавления дополнительных 

членов в правой части уравнений (2.36) и (2.39). 

Предложенный полуаналитический подход к получению приближенного 

решения обладает значительной широтой и масштабируемостью (возможностью 

уточнения). Однако, из теории приближений известно, что увеличение сложности 

базисных функций (например, степени полиномов) может приводить к 

незначительному уменьшению значения функционала за счет нефизических 

осцилляций решения. В таком случае могут быть применены методы 

регуляризации численного решения, такие, как метод Тихонова, который вводит 

дополнительные слагаемые в функцию качества, пропорциональные, например, 

квадрату производной от полученного решения. 

Предложенный численный метод также допускает обобщение для 

применения численных методов, таких, как МКЭ. В основе функционального 

представления полей в методе конечных элементов лежит использование кусочных 

функций низкого порядка, для которых была показана устойчивость решения и его 

сходимость при измельчении сетки. Таким образом, реализация приведенного 

метода решения обратной задачи ТСД на основе МКЭ позволяет строить модели 

значительной степени сложности. При этом реализация решения прямой задачи 
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ТСД может быть достигнута использованием псевдо-термических деформаций в 

качестве неупругих (собственных) [41]. 

Важнейшим преимуществом метода ТСД для рассмотрения задач об 

остаточных НДС является выбор собственных деформаций в качестве основы для 

представления решений. Решение прямой задачи ТСД автоматически 

удовлетворяет требованиям равновесия напряжений и совместности деформаций, 

не требуя введения дополнительных условий или ограничений. Более того, при 

использовании методов разрезки образца, которые не вносят (или почти не вносят) 

дополнительных неупругих деформаций, собственные деформации (в отличие от 

остаточных напряжений) являются инвариантными, а также обеспечивают 

автоматическое удовлетворение измененным граничным условиям. 

Предложенный метод решения обратной задачи ТСД допускает 

одновременное использование различных экспериментальных данных, 

полученных в терминах измеренных упругих деформаций, деформаций разгрузки, 

напряжений и их изменений, и т.д. Более того, описание внутреннего НДС 

материалов и деталей допускает раздельное и совместное рассмотрение разных 

масштабов, поскольку собственные деформации могут быть классифицированы 

согласно типам I, II и III по Давиденкову так же, как и напряжения и упругие 

деформации.  

В заключение отметим, что метод ТСД позволяет моделировать эволюцию 

внутренних напряжений при дальнейшей термомеханической обработке образца от 

определенного НДС (ковка, отжиг, т.д.), а также учитывать влияние остаточных 

напряжений на служебные свойства деталей машин и механизмов в процессе 

усталостного, ударного, теплового нагружения. Таким образом, открывается 

возможность построения многоуровневых иерархических моделей остаточного 

напряженно-деформированного состояния (ОНДС), которые, с одной стороны, 

могут быть соотнесены с экспериментально наблюдаемыми величинами, а с другой 

– послужить отправной точкой для моделирования дальнейшего поведения деталей 

и систем при внешнем термомеханическом нагружении, в том числе циклическом, 
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для оценки влияния ОНДС на статическую прочность и ресурс (усталостный 

ресурс) в ходе эксплуатации. 

Применение ТСД для практического анализа материалов и систем 

невозможно без использования экспериментальных методов оценки внутренних 

напряжений и деформаций. В следующих двух разделах представлены результаты 

разработки систем экспериментальных подходов к определению ОНДС на основе 

двух физических принципов: дифракции проникающих лучей (рентгеновых и 

нейтронных), и удаления наноразмерных объемов материала (метод микро-

кольцевого ионного травления, МКИТ). 
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3 РАЗРАБОТКА И ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ДИФРАКЦИИ ДЛЯ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВНУТРЕННИХ ДЕФОРМАЦИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ 

 

 

 

Методы дифракции для анализа внутренних деформаций в кристаллических и 

аморфных твердых телах занимают особое место в экспериментальной механике 

материалов, поскольку позволяют проводить неразрушающие измерения упругих 

полей тензорных величин глубоко внутри массивных объектов. Благодаря этому 

свойству дифракция проникающих лучей может быть сравнена с рентгенографией 

и томографией для определения внутренней структуры биологических и 

инженерных объектов, которая обеспечила настоящие прорывы в медицине, 

биологии и развитии технологий. Однако следует отметить, что задача определения 

внутренних полей деформаций является гораздо более сложной в силу 

многокомпонентности определяемых величин, одновременно с их 

взаимосвязанностью: компоненты упругих деформаций связаны с напряжениями, 

а компоненты напряжений связаны между собой требованиями уравнений 

равновесия.  

В первом приближении эти взаимосвязи могут быть проигнорированы, и 

экспериментальные подходы могут быть применены для определения отдельных 

компонент тензоров или их сумм (например, инвариантов). Однако такие подходы 

сильно ограничивают возможности совместного использования численных 

моделей и измерений в рамках расчетно-экспериментальной корреляции (РЭК). 

Раздел открывает рассмотрение и критический анализ традиционных методов 

экспериментального анализа деформаций при помощи дифракции проникающих 

лучей. Затем приводится описание вновь разработанных подходов на основе 

использования нейтронов и синхротронного рентгеновского излучения, которые 

позволяют добиваться уточнения и детализации данных для более глубокого 

описания внутреннего НДС объектов исследования. 
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3.1 Критический анализ существующих методов 

Возникновение и развитие методов определения напряжений с помощью 

рентгеновской дифракции может быть прослежено до первой половины ХХ в. 

[34][35][16]. По-видимому, в это время в англоязычной научной литературе и 

возникло устоявшееся ныне словосочетание «измерение напряжений», которое 

продолжает находить широкое использование по сей день. Между тем, хотя этот 

термин и может быть признан допустимым в контексте инженерно-технических 

работ, следует подчеркнуть, что с научной точки зрения возможно лишь измерение 

деформаций как объективной наблюдаемой и измеримой физической величины, 

связанной простейшими уравнениями с перемещениями, т.е. изменением 

расстояний или углов между линиями. Напряжения могут быть определены только 

при использовании дополнительных предположений, например, на основе 

обобщенного закона Гука и знания модулей упругости кристаллов или 

поликристаллов. Это вносит дополнительную неопределенность в результат и 

должно быть учтено в ходе интерпретации. 

 В случае использования упругого рассеяния излучения кристаллами 

взаимосвязь между длиной волны излучения 𝜆, межплоскостным расстоянием 𝑑0<56 

в кристалле и половиной угла рассеяния 𝜃 задается гениальным по свой простоте и 

силе законом Брэгга-Вульфа в форме: 

.      (3.1) 

Здесь в обозначении 𝑑0<56 верхние индексы соответствуют индексам Миллера, 

задающим ориентацию кристаллических плоскостей (их нормали) по отношению к 

ячейке решетки, а нижний индекс условно обозначает ориентацию этой нормали 

по отношению к лабораторной системе координат. Также приведено выражение 

для длины волны фотона в терминах энергии 𝐸, а ℎ и 𝑐 имеют свои обычные 

значения в физике (постоянная Планка и скорость света, соответственно). 
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Сразу очевидно, что в компактном алгебраическом описании явно возникает 

необходимость соотнесения систем координат: глобальной (лабораторной) и 

локальной (образца). Кроме того, очевидна возможность фиксирования одного из 

трех параметров для определения взаимосвязи между двумя другими. Если 

фиксированной считается дина волны (монохроматический режим), то (3.1) задает 

связь между межплоскостным расстоянием и углом рассеяния (углодисперсный 

метод). Если же фиксирован угол рассеяния, то закон задает соотношение между 

межплоскостным расстоянием и длиной волны. В этом случае излучение должно 

быть «белым» или «розовым», т.е. включать распределение длин волн (энергий) в 

некотором диапазоне, а способ регистрации (детекции) рассеянного излучения 

 
Рисунок 3.1 - Диаграмма доступности пиков Брэгга для применения методов 

дифракционного анализа деформаций. 
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должен обладать способностью различать энергии (длины волн) частиц. Такие 

методы детекции и анализа называются энергодисперсионным или 

волнодисперсионным, соответственно.  

Диаграмма доступности пиков Брэгга для дифракционного анализа 

проиллюстрирована на Рисунке 3.1, на котором по горизонтали отложен угол 

Брэгга 𝜃, а по вертикали – длина волны излучения 𝜆. Кривые соответствуют 

характерным межплоскостным расстояниям 𝑑0<56 в кристалле алюминия. 

Монохроматический анализ на этой диаграмме соответствует сечению диаграммы 

горизонтальной прямой, а волнодисперсионный – сечению вертикальной прямой 

для избранного угла рассеяния. 

 Уравнение (3.1) дает возможность точного определения межплоскостного 

расстояния 𝑑0<56, а также его изменения вследствие упругой деформации. 

Например, в случае монохроматического анализа малая вариация межплоскостного 

расстояния 𝛿𝑑 оказывается связанной с малым изменением угла рассеяния 𝛿𝜃 

уравнением: 
=$%
$%
&'( = ctg 𝜃 𝛿𝜃.      (3.2) 

Выражение в левой части этого уравнения фактически представляет собой 

значение упругой деформации решетки, или дает оценку деформации материала в 

направлении вектора 𝑖 в лабораторной системе координат. Учитывая, что упругие 

деформации в металлах обычно не превышают 1%, и выбирая для оценки угол 

рассеяния 90º (𝜃=45º), получаем, что достижение точности измерения деформаций 

в 10-3 требует точности определения углового положения центра пика рассеяния в 

0.057º, которая с легкостью может быть достигнута и превышена механически. На 

этом результате фактически и построен высокоточный метод определения 

деформаций поликристаллов. В контексте анализа кристаллической структуры 

решетки аналогичная точность означает определение параметров ячейки с 

точностью тысячных долей ангстрема. 

Следует отметить две особенности определения напряжений методами 



 
79  

 

дифракции. Первой является объемный характер взаимодействия лучей с 

материалом, который должен быть учтен при интерпретации результатов вместе с 

полным поглощением излучения веществом (закон Бира-Ламберта). Вторая 

особенность связана с избирательным характером вклада в пик рассеяния, который 

вносят лишь те области материала, которые имеют ориентацию, удовлетворяющую 

условиям дифракции Брэгга. Таким образом (Рисунок 3.2), получаемый сигнал 

соответствует усреднению по всем кристаллитам, вносящим вклад в рассеяние. 

 
В контексте анализа деформаций типа I, II, III по Давиденкову, дифракция от 

поликристаллов на Рисунке 3.2 соответствует селективному анализу, который 

можно обозначить термином «мезомасштабный», или типа 1,5, поскольку он 

занимает промежуточное место между типами I и II. Действительно, определение 

континуальной средней макродеформации типа I требует усреднения по всему 

 
Рисунок 3.2 - Иллюстрация избирательности дифракции от поликристалла:  

в образование дифракционного пика вносят вклад лишь те кристаллиты, 

ориентация которых удовлетворяет условиям рассеяния Брэгга. 
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объему, и следовательно включения вкладов всех ориентаций ℎ𝑘𝑙, полученных 

анализом разных пиков. С другой стороны, согласно Давиденкову, тип II 

соответствует усреднению в пределах лишь одного избранного зерна. 

 Проведенный анализ позволяет сделать вывод, что ключевым аспектом 

проведения эксперимента является соотношение размера объема взаимодействия и 

размера зерна. Если размер объема взаимодействия таков, что только одно зерно 

вносит вклад в рассеяние, то определяемая деформация соответствует сумме типов 

I и II. Если же размер объема взаимодействия значительно меньше зерна, то 

доступным становится определение упругой деформации типа I + II + III. В этой 

связи особую значимость приобретает возможность фокусирования луча до 

микрометровых и нанометровых размеров. 

3.2 Разработка и применение методов времяпролетной дифракции 

нейтронов и энергодисперсионной дифракции рентгеновских лучей 

Времяпролетный (time-of-flight) метод анализа взаимодействия нейтронов с 

веществом оказывается возможен благодаря тому, что эти массовые частицы 

движутся с конечными (нерелятивистскими) скоростями. Зависимость длины 

волны де Бройля нейтрона от скорости, 

𝜆 = <
>
= <

7?
,        (3.3) 

дает возможность соотнести время его пролета строго заданного расстояния 𝐿 с 

длиной волны 𝜆, как 

𝑡 = %
?
= 7%@

<
.       (3.4) 

Таким образом, точное определение времени испускания и прибытия нейтрона 

линейно связано с его длиной волны, и может быть использовано для точной 

калибровки детектора. Высокая точность такого измерения предопределила 

популярность волнодисперсных методов дифракции нейтронных лучей, причем 

эффективное использование потока частиц достигается включением в анализ 

широкого диапазона длин волн (полосы). 

 Эффективное использование потока особенно важно в контексте физики 
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нейтронных лучей, так как получение больших потоков затруднительно. Для 

создания строго фиксированного по времени импульса нейтронов используются 

пучки (bunch) протонов, ускоряемых на синхротроне и ударяющих в мишень из 

тантала, в котором вызывается быстрый выпуск нейтронов (spallation). Нейтроны 

затем «термализуются», т.е. проходят через модератор, который создает их гладкое 

распределение по длинам волн, и направляются в тоннель для параллелизации, 

ограничения расходимости путем коллимации и фокусировки с помощью 

многослойных зеркал, а затем выпускаются на образец, расположенный в центре 

испытательного стенда в кабине эксперимента. Для наиболее эффективной 

регистрации нейтронов используются специальные связки детекторов с 

коллиматорами, направленными в одну точку для увеличения полного телесного 

угла. 

 На Рисунке 3.3 показан пример диаграммы дифракции нейтронов, 

полученных на установке ENGIN-X, ISIS neutron and muon spallation source, Oxford, 

 

Рисунок 3.3 - Иллюстрация времяпролетной диаграммы дифракции нейтронов, 

полученной на инструменте ISIS для поликристалла диоксида циркония, 

стабилизированного оксидом иттрия [42]. (Качество изображения и подписи на 

Рисунке отражают результат применения программных средств GSAS, Genie). 
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UK. Наряду с экспериментальными данными показан результат уточнения кривой 

методом Ритвельда [43], а также кривой невязки между моделью и экспериментом 

(внизу).  

За более чем полвека с момента его появления, метод Ритвельда приобрел 

большую значимость в физике материалов, которая переросла его исходную 

область применения в нейтронных исследованиях, а также в области рентгеновской 

дифракции. В основе метода лежит уточнение данных эксперимента с 

использованием комбинированной модели объекта исследования (поликристалла с 

неизвестной структурой, распределением атомов, фазовым составом, размерами 

зерен, внутренними деформациями, дефектами и т.п.) и инструмента (параметров 

падающего луча, оптики, детекторов и т.п.) Суть метода состоит в поиске 

наилучшего сочетания параметров для достижения наилучшего интегрального 

(общего) соответствия предсказанной и наблюдаемой диаграмм дифракционного 

рассеяния. С его помощью оказалось возможным определять труднодоступные 

параметры структуры, такие, как вероятность заполнения определенных позиций в 

кристаллической решетке атомами определенного элемента. Решение достигается 

с использованием оптимизации на основе нелинейного метода наименьших 

квадратов [20][43]. 

Фундаментальная суть подхода Ритвельда состоит в использовании 

корреляции между численным предсказанием и экспериментом для уточнения и 

оптимизации модели. В данной работе предложено расширить круг задач, 

решаемых подобным способом, и разработать его систематическое применение к 

более широкому кругу задач, таких, как оптимизация моделей термомеханического 

поведения упругопластических поликристаллов сравнением с цифровым 

экспериментом. Этот подход, который автором предложено называть расчетно-

экспериментальной корреляцией (РЭК), который систематически применялся в 

данной работе, обсуждается также в Заключении.  

Первые доклады об использовании дифракции нейтронов для определения 

остаточных напряжений появились в начале 1980-х годов [20], т.е. по прошествии 
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почти 60-ти лет после первых аналогичных исследований с помощью 

рентгеновских лучей. В силу более слабого взаимодействия нейтронов с веществом 

посредством ядерного рассеяния и более глубокого проникновения в материалы, 

рассеяние нейтронов должно рассматриваться не только с поверхности, а из 

массива образца. В конце 1990-х годов Mark Daymond et al. предложили 

использовать метод уточнения Ритвельда для определения эффективных 

макроскопических упругих деформаций и напряжений типа I [44]. При этом в 

начальных публикациях из этой серии авторы обратили внимание на то, что в 

уточнении Ритвельда используется модель недеформированной решетки, которая 

очевидно оказывается неверной после начала деформирования. Например, при 

одноосном растяжении кубического кристалла его решетка становится 

тетрагональной. Тем не менее, сочетанием эксперимента и моделирования было 

показано, что такого рода интерпретация данных приводит к эффективному 

усреднению, дающему близкое соответствие результатов макроскопическим 

деформациям и напряжениям. Более того, по мере увеличения приложенного 

напряжения как в упругом, так и в пластическом режиме наблюдается расхождение 

между деформациями, полученными на основе пиков разных групп ориентации 

решетки (индексов Миллера). Дополнительный параметр, введенный для описания 

этого расхождения, получил название деформации анизотропии (anisotropy strain), 

и для него была установлена корреляция с упругой и пластической частями 

деформации. 

Продолжая исследования с помощью метода нейтронной дифракции, автором 

было изучено поведение отдельных пиков ℎ𝑘𝑙 при упругопластическом 

деформировании поликристаллов металлов [45]. Основные результаты могут быть 

сформулированы следующим образом: 

1. На этапе упругой деформации разность между деформациями, определенными 

на основе сдвига разных пиков, оказывается примерно пропорциональной 

упругой деформации и степени упругой анизотропии кристаллической ячейки.  

Для кристаллов с кубической симметрией в качестве меры анизотропии может быть 
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использовано отношение Зинера (Zener ratio), которое имеет вид:  

𝐴 = !A))
A"")A"#

,       (3.5) 

где 𝐶B' обозначает постоянные упругости в нотации Фойгта. Значение параметра 

𝐴 равно единице для изотропного материала, и тем выше, чем большей упругой 

анизотропией обладает кристалл. Так, для алюминия и его сплавов значение 𝐴 

отличается от единицы лишь на 20%, в то время как для нержавеющих сталей и 

никелевых сплавов может достигать 3.  

2. На этапе пластической деформации также наблюдается примерно линейное 

изменение разности деформаций на основе разных пиков, однако наклон этой 

зависимости отличается от упругого режима и может также иметь 

противоположный знак, что может воспрепятствовать определению истории 

пластической деформации на основе этого параметра – требуется дальнейшее 

исследование и калибровка.  

3. Для прояснения взаимосвязей автором была предложена простая модель 

деформации связного бикристалла, которая позволила объяснить наблюдения и 

качественно предсказать поведение параметра разности деформаций [45].  

4. Более подробный анализ потребовал использования более сложных 

самосогласованных моделей деформирования поликристаллов [46] (Рисунок 

3.4). 

Было показано, что самосогласованные модели деформации упругопластических 

поликристаллов верно предсказывают гистерезис зависимости мезомасштабных 

упругих деформаций и напряжений (типа 1,5) от приложенного макроскопического 

напряжения, и могут служить основой для предсказания локаций зарождения 

трещин при малоцикловой усталости в тех группах зерен, где наблюдается 

диссипация энергии. На этой основе позднее автором был сформулирован критерий 

зарождения усталостной трещины на основе перехода макро-микро с 

использованием самосогласованной или конечно-элементной модели [47]. 
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Рисунок 3.4 - (вверху) Экспериментально полученная связь параметра 

анизотропии упругой деформации и полной деформации. (внизу) Взаимосвязь 

между макроскопическим приложенным напряжением и упругой деформацией, 

полученной анализом дифракционных пиков конкретных групп зерен. График 

иллюстрирует различие в поведении пиков от зерен с нормалями 111 и 200, 

ориентированными вдоль оси макроскопической деформации при циклическом 

нагружении.  
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С точки зрения анализа деформаций типа I, II, III, использование дифракции 

нейтронов позволило добиться разрешения ряда вопросов, связанных с ролью 

упругопластической анизотропии свойств на межзеренном уровне. Анализ 

уширения пиков в ходе деформации, которое, как известно, связано со 

среднеквадратическим разбросом микронапряжений, позволил прояснить 

механизм накопления повреждений и зарождения трещин в режиме многоцикловой 

усталости, который связан с неоднородностью пластической деформации и 

диссипации энергии в отдельных зернах подходящей ориентации. В ходе 

исследований очевидной также стала необходимость использования 

сфокусированных пучков и исследований операндо для изучения эволюции 

напряжений и деформаций типов II, III. 

В продолжение развития методов анализа рассеяния нейтронных пучков с 

широкой полосой длин волн автором было предложено использовать 

энергодисперсионные детекторы рентгеновских лучей высоких энергий (вплоть до 

150кэВ) для дифракционного анализа деформаций в инженерных материалах и 

сплавах. Впервые результаты эксперимента по определению упругих деформаций 

решетки и внутренних напряжений были проведены на синхротронном 

инструменте 16.2 SRS (Daresbury, UK) с широкополосным источником в виде 

вигглера [56]. Этот британский синхротрон второго поколения некоторое время 

продолжал работу параллельно с недавно запущенным центром третьего поколения 

Diamond Light Source (Oxford, UK), обеспечивающим яркость, превышающую 

возможности SRS на несколько порядков. Тем не менее, было показано, что 

достигаемая энергодисперсионным методом повышенная эффективность 

использования потока частиц позволила добиться сравнимых скорости сбора 

данных и точности интерпретации. Развитие применения интегральной подгонки 

энергодисперсионных диаграмм рассеяния методом Ритвельда к этим данным 

увеличивала точность определения макронапряжений типа I, а также давала 

возможность оценки мезоскопических межзеренных и межфазных напряжений 

типа 1,5 путем оценки разности деформаций согласно анализу отдельных пиков. 
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Более того, скорость сбора синхротронных рентгеновских данных на два порядка 

превышала скорость, характерную для нейтронных экспериментов, даже при 

использовании пучков сечением в 100 раз меньше. Это предопределило 

дальнейшее преимущественное развитие этих методов для анализа внутренних 

напряжений в инженерных компонентах и устройствах, в том числе операндо. 

В 2000-х годах, по мере расширения арсенала каналов синхротрона Даймонд 

в Оксфорде, автором была сформулирована необходимость создания луча, 

посвященного операндо исследованиям физико-химических и термомеханических 

процессов в твердых телах и деталях машин, таких, как железнодорожные рельсы, 

компоненты двигателей внутреннего сгорания и газовых турбин, силовые 

элементы конструкции самолетов, химические реакторы и их содержимое, 

элементы электроники, биомедицинские образцы и биоматериалы. Рабочая группа 

под руководством автора добилась включения в план строительства нового, 

первого в мире специализированного инструмента I12 JEEP (Joint Engineering, 

Environment and Processing beamline) на синхротроне Даймонд. Было принято 

решение об использовании мощного сверхпроводящего криогенного вигглера 

российского производства (Институт Ядерной Физики им. Будкера, ИЯФ СО РАН), 

испускающего непрерывный спектр полезного излучения с энергиями вплоть до 

150 кэВ. Канал был оснащен комбинацией из 12 энергодисперсионных кремниевых 

детекторов Canberra, размещенных на раме в виде полуокружности для сбора 

данных для набора азимутальных углов рассеяния (Рисунок 3.5).  
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Рисунок 3.5 - (а) Диаграмма энергодисперсионной дифракции образца сплава 

ВТ6. (b) Иллюстрация геометрии рассеяния на канале I12 JEEP с 

использованием серии энергодисперсионных детекторов, размещенных на 

раме в форме «подковы». (Качество и подписи рисунка заданы 

использованным программным средством) [57]. 
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Рисунок 3.6 - (а) Диаграммы остаточных упругих деформаций в пластически 

изогнутом образце сплава ВТ6, полученные на основе базальных (𝑎) и 

призматических (𝑐) пиков рассеяния Брэгга в фазе 𝛼 (ГПУ), а также средних 

фазовых деформаций для фаз 𝛼 и 𝛽 (ОЦК). (b) Вариация пластических 

деформаций перпендикулярно оси образца. (c) Диаграммы в формате упругая-

полная деформация для фаз 𝛼 и 𝛽, а также для группы зерен призматической 

ориентации (осью с по направлению нагружения). (d) Диаграмма, построенная в 

осях упругая деформация - полная деформация для группы зерен призматической 

ориентации при нагружении на растяжение и сжатие в упругопластическом 

режиме  [57]. 
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Первая опубликованная работа, проведенная на новом инструменте, была 

посвящена анализу остаточного напряженного состояния в пластически изогнутой 

балке из сплава Ti-6Al-4V (Ti64, российский эквивалент ВТ6) [57]. Была 

продемонстрирована возможность определения компонент напряжений в этом 

сплаве с точностью не хуже 10 МПа, а также возможность разделения напряжений 

между двумя компонентами этого сплава (главной ГПУ 𝛼 и вторичной ОЦК 𝛽), а 

также между группами зерен базальной и призматической ориентаций вдоль оси 

нагружения. На основе анализа остаточных напряжений было показано, что 

несимметрия профиля остаточных упругих деформаций связана с различием в 

поведении поликристалла ВТ6 при пластическом растяжении и сжатии, 

обусловленном активизацией разных механизмов пластической деформации 

(базальное, призматическое и пирамидальное скольжение, и двойникование). 

Таким образом были заложены основы методов исследования деформационного 

поведения сложных многокомпонентных и многофазных сплавов, композитов и 

иерархически структурированных материалов в процессе нагружения, а также 

методов анализа данных на разных масштабных уровнях. 

Высочайшая эффективность вновь разработанных методов побудила автора 

сформулировать гипотезу, что энергодисперсионный подход к дифракционному 

анализу внутренних деформаций и напряжений в инженерных материалах может 

быть перенесен от синхротронного инструмента в университетскую лабораторию 

[58]. Для упрощения реализации проекта было принято решение использовать 

компактные, легкие и эффективные энергодисперсионные источники 

американской компании Amptek (Bedford, MA) на основе кристаллов теллурида 

кадмия (CdTe), которые имеют следующий принцип действия. При поглощении 

рентгеновского фотона высокочистым кристаллом теллурида кадмия с низким 

количеством дефектов, находящимся под напряжение 400 В, возникает лавина 

заряда в виде импульса, высота которого линейно зависит от энергии фотона. С 

помощью дискриминатора импульсов (multi-channel analyzer, MCA) их количество 

подсчитывается в отдельных равных интервалах (bins), что в результате позволяет 



 
91  

 

составить гистограмму. После калибровки детектора с использованием хорошо 

известных стандартных образцов (характеристические пики вольфрама, рассеяние 

порошков кремния и гексаборида лантана, LaB6) возможно соотнести 

дифракционные пики Брэгга в гистограмме с энергией и длиной волны излучения, 

что в конечном счете позволяет экспериментально определять параметры решетки 

образца и их изменение вследствие деформации. 

Ключевым неизвестным аспектом вновь разрабатываемой методики был 

вопрос о том, возможно ли будет добиться необходимой точности определения 

центральной длины волны (межплоскостного расстояния) при использовании 

детектора с характерной шириной полумаксимума пика (FWHM) в 500эВ (0,5кэВ). 

На основе межлабораторного исследования образцов и сравнения с данными 

синхротронных измерений было показано, что прибор, получивший название 

Оксфордский Гекзаметр (Oxford HEXameter) позволяет получать верные значения 

остаточных напряжений в глубине образцов в режиме пропускания [58]. 

Экспериментальная конфигурация была защищена британскими и 

международными патентами, и применялась для анализа внутренних напряжений 

в окрестности сварных швов в оболочках камер сгорания двигателей Trent 1000 

(Boeing 787 Dreamliner) и Trent XWB (Airbus A350) компании Роллс-Ройс.  

Параллельно продолжалось развитие методов монохроматической дифракции 

в применении к анализу полей деформаций и внутреннего НДС деталей и образцов. 

3.3 Разработка и применение метода колец Дебая-Шеррера 

Система концентрических колец, возникающих при пересечении с поверхностью 

экрана (детектора) конусов Дебая-Шеррера рассеяния монохроматических пучков 

порошками, была впервые зафиксирована экспериментально с помощью 

фотографических пластин и пленок уже через пять лет после открытия Максом 

Лауэ эффекта рентгеновской дифракции монокристаллов. Простота и доступность 

этого метода быстро сделали его привлекательным для анализа структуры и 

фазового состава соединений. Однако невозможность достижения необходимой 

точности определения геометрических параметров рассеяния (углов) не позволила 
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этому методу развиться в применении к изучению деформаций вплоть до 1990-х 

годов, когда сочетание мощных пучков синхротронного излучения третьего 

поколения (ESRF, Grenoble) и больших пиксельных детекторов ПЗС (прибор с 

зарядной связью, CCD) сделало возможным применение метода Дебая-Шеррера 

для анализа остаточных напряжений в поликристаллах. Оказалось, что цифровой 

формат данных, получаемых от двумерных пиксельных детекторов, способствует 

удовлетворению требования высокой точности определения положения центров 

пиков (колец) с погрешностью не более, чем 0.1% и вплоть до 10-5. Такого рода 

измерения оказались возможными для большинства образцов металлических 

сплавов без дополнительной обработки или подготовки, а также в ходе их 

нагружения и термомеханической обработки. 

 Достижение цели анализа НДС с помощью интерпретации колец Дебая-

Шеррера потребовало разработки подходов и создания программного обеспечения 

для решения следующих задач: 

a. Коррекция дисторсии пиксельной матрицы детектора для избежания аберраций 

интерпретации; 

b. Коррекция неточности ориентации нормали к поверхности детектора по 

отношению к направлению падающего луча (оси конусов рассеяния Дебая-

Шеррера); 

c. Точное определение положения центра кругов Дебая-Шеррера на детекторе (с 

погрешностью менее 0,1 размера пикселя); 

d. Точное определение радиус-векторов сегментов колец рассеяния по отношению 

к центру дифракционной картины колец Дебая-Шеррера. 

Для решения этой задачи было использовано программное обеспечение Fit2D 

(Andy Hammersley, ESRF, Grenoble, France) в сочетании с дополнительными 

средствами, написанными автором и под его руководством в среде Matlab, IDL и 

C++. Начальные попытки проводить прямую подгонку 2Д картинок для 

определения искажения колец Дебая-Шеррера в эллиптическую форму не 

принесли успехов, так как степень эксцентричности этих эллипсов была 
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чрезвычайно мала. Вследствие этого был разработан другой подход, состоящий в 

сегментировании картинки на радиальные секторы небольшой угловой ширины, 

что позволяло считать радиус конкретного кольца постоянным в их пределах. Затем 

проводился перевод (проекция) данных на одномерные профили интенсивности в 

зависимости от радиального расстояния от центра. При этом необходимо было 

учитывать статистические поправки интенсивности, необходимые в силу 

использования полярных координат. Этот процесс в литературе в дальнейшем 

описывался названием «радиально-азимутальный биннинг», а в неформальном 

контексте термином «caking», содержащим отсылку к способу разрезания круглого 

торта на клиновидные куски. 

 
 Таким образом, после обработки всего набора данных информация, 

содержащаяся в двумерной картинке колец Дебая-Шеррера, сводится к набору 

одномерных профилей интенсивности для каждого азимутального направления, а 

задача определения деформации поликристалла – к анализу положения пиков 

конкретных отражений Брэгга. Полная интерпретация каждого 2Д изображения 

позволяет построить диаграмму зависимости деформаций от азимутального угла 

рассеяния, как показано на Рисунке 3.7 [59]. 

 За четверть века со времени публикации [59] различными учеными и их 

группами  (в том числе автора) был предложен целый комплекс разнообразных 

подходов к задаче полного определения 2Д НДС в деформированном 

   

Рисунок 3.7 - Экспериментальная конфигурация, картина колец Дебая-

Шеррера, и полярная диаграмма 2Д деформации комозита Al-SiC [59]. 



 
94  

 

поликристалле или композите, как проиллюстрировано на Рисунке 3.7, в том числе 

основанные на преобразовании координат данных из декартовых в полярные 

[61][62], использовании метода Корреляции Цифровых Изображений (КЦИ) [60], и 

другие. Однако метод разбиения картины дифракции на секторы для последующей 

1Д интерпретации заложил основы подхода к этому классу задач и остается 

отправной точкой для проверки других алгоритмов, а также реализован в 

программах подгонки Ритвельда для анализа двумерных картин дифракции.  

3.4 Разработка и применение метода микрофокусной дифракции Лауэ 

Дифракция Лауэ, получаемая рассеянием белого (полихроматического, 

широкополосного) рентгеновского луча от объема монокристалла с исторической 

точки зрения является первой экспериментальной конфигурацией, реализованной 

для доказательства возможности получения картин дифракции от кристаллической 

решетки. Огромным преимуществом этой конфигурации является отсутствие 

необходимости поворота кристалла для получения рассеяния: условия рассеяния 

достигаются автоселективным (самоизбирательным) сочетанием межплоскостных 

расстояний и ориентации решетки с длиной волны фотонов из спектра падающего 

луча. Однако превалирование монохроматического подхода в рентгеновских 

исследованиях обусловило использование этого метода, например, в 

макромолекулярной кристаллографии, направленной на изучение структуры 

белковых кристаллов методами дифракции. Для этого заранее приготовленные и 

специальным образом замороженные кристаллы белков помещаются в гониометр, 

т.е. высокоточное механическое устройство для углового позиционирования 

образца и детекторов по отношению к направлению падающего луча, и 

подвергаются вращению в процессе сбора данных для последующей 

интерпретации в терминах распределения плотности электронов. Хотя применение 

метода Лауэ в этом случае также возможно, популярность этого подхода 

сравнительно невелика.  
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Использование гониометрии дает определенные преимущества, поскольку 

фактически дает возможность прецизионно задавать ориентацию вектора 

рассеяния по отношению к кристаллической решетке образца, и изменять эту 

ориентацию малыми шагами в процессе сканирования. Одной из фундаментальных 

задач интерпретации диаграмм рентгеновского рассеяния является анализ 

распределения интенсивности в обратном пространстве, поскольку это 

распределение тесно связано с ориентацией (и разориентацией) областей 

 
Рисунок 3.8 - Экспериментальные карты обратного пространства (200,311,111) 

[63]. 

 
Рисунок 3.9 - Карты обратного пространства, полученные на основе 

моделирования распределения дислокаций (а) в отсутствие пластической 

деформации, и вследствие скольжения на (b),(c) отдельных и (d) 

множественных системах [63]. 
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кристалла, и таким образом содержит закодированную информацию о дефектах и 

дисторсии.  

В качестве предварительного исследования, в работе [63] монохроматическим 

методом была изучена эволюция распределения интенсивности в окрестности пика 

Брэгга в обратном пространстве (Рисунок 3.8, 3.9). Для интерпретации наблюдений 

была привлечена дислокационная модель пластической деформации, и было 

показано, что в случае активности одной системы скольжения происходит 

удлинение пика отражения в одном направлении, а в случае множественного 

скольжения – расширение пика в нескольких направлениях, и его дробление на 

отдельные локальные пики. Были сделаны важные выводы, а именно: (1) 

локальные пики, на которое разбиваются отражения Брэгга, соответствуют 

большим объемам решетки общей ориентации, разделенным областями 

повышенной плотности дислокаций. Это соответствует прямым наблюдениям 

неоднородности дислокационной структуры при помощи ПЭМ (ячеистые 

структуры) и концепции самоорганизации дислокаций (например, согласно 

представлениям Х. Муграби). (2) Ширина расплытия пика отражает разброс 

ориентаций внутри объема «засветки» лучом; следовательно, использование 

меньших облучаемых объемов дает возможность улучшения качества рефлекса 

(отражения) даже для сильно деформированных образцов. 

На основе сделанных выводов было предложено использовать метод 

микродифракции Лауэ для изучения распределения интенсивности в обратном 

пространстве в деформированных поликристаллах. Преимуществом данного 

метода является легкость нахождения отражений и фиксация распределения 

интенсивностей с помощью двумерного детектора в «дальнем поле», т.е. с большим 

разрешением в плоскости, перпендикулярной рассеянному лучу. При этом могут 

быть сформулированы следующие требования к конфигурации эксперимента: (а) 

использование фокусирования полихроматического луча в пятно микронного или 

субмикронного размера, (б) возможность помещения детектора (или нескольких 

детекторов) вблизи образца для определения расположения пиков и вдали от 
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образца для получения картин высокого углового разрешения, и (в) возможность 

перехода в монохроматический режим и сканирования по энергии для определения 

распределения интенсивности в обратном пространстве по третьей оси, 

параллельной вектору рассеяния. Эти условия удалось реализовать на канале 

Даймонд В16, дизайн оптической системы которого позволял быстрое 

переключение между моно- и полихроматическим режимом. Для достижения 

ахроматической микрофокусировки луча была введена в действие система зеркал 

Киркпатрика-Баеса [64]. Полученные результаты продемонстрировали 

эффективность и точность этого метода анализа обратного пространства на 

примере сильно деформированных металлических образцов чистого никеля, 

использованного как предварительный объект исследования для подготовки 

анализа высокотемпературных сплавов для деталей авиадвигателей. 

 

 

Рисунок 3.10 - Схема эксперимента с изображениями, полученными с помощью 

наложением на результаты сканирующей просвечивающей рентгеновской 

микроскопии (СПРМ, слева) карт микро-дифракции с наклоном образца (справа). 

Эффективный размер пикселя детектора составлял 0,70 мкм, что соответствовало 

высокому номинальному угловому разрешению 14,3 мкрад/пиксель. 
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Дальнейшие исследования были направлены на изучение внутренней структуры 

сильно деформированных зерен поликристаллов методами сканирующей 

просвечивающей рентгеновской микроскопии (СПРМ; Scanning Transmission X-ray 

Microscopy, STXM) и топографии [65]. Метод СПРМ можно рассматривать, как 

аналог СПЭМ (сканирующей просвечивающей электронной микроскопии), в 

которой композитное изображение получается путем регистрации интенсивности 

пропущенного (или рассеянного) луча в процессе сканирования сфокусированной 

пробы в образце (Рисунок 3.10). Преимуществом СПРМ является возможность 

работы в атмосфере (без вакуума) с образцами большей толщины (десятки микрон 

вместо десятков нанометров), и возможность прецизионного изменения угла 

рассеяния и энергии пучка для подробного изучения дефектов и дисторсии 

кристаллической решетки. Экспериментальная конфигурация, созданная для 

подобного эксперимента на канале ID22 ESRF, показана на Рисунке 3.10. 

 На Рисунке 3.11 показана зёренная структура реального образца 

поликристалла никеля, в которой для исследования было выбрано зерно сложной 

формы, содержащее двойник отжига, лежащий в плоскости под малым углом к 

поверхности образца. Информация была получена изучением структуры образца по 

окончании синхротронного эксперимента в сканирующем электронном 

микроскопе, оснащенном фокусированным ионным пучком (ФИП-СЭМ). Яркий 

контраст между соседними зернами был достигнут с использованием эффекта 

каналирования ионного пучка. 

 В ходе пластической деформации поликристаллов с ГЦК решеткой 

происходит разбиение кристаллитов на относительно «мягкие» ячейки с низкой 

плотностью дислокаций, разделенные «твердыми», насыщенными дислокациями 

стенками. Сканированием «розового» рентгеновского пучка, сфокусированного в 

субмикронном пятне на поверхности образца, было проведено картирование 

структуры и деформации внутри отдельного зерна внутри деформированного 

поликристалла никеля (Рисунок 3.12). Было обнаружено, что процессы зарождения, 

размножения и взаимодействия (запутывания) дислокаций зависят от геометрии и 
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физических размеров зерна. Разработанный метод позволил получить 

топографические карты для мелких, сильно деформированных зерен, тем самым 

преодолевая ограничения классической рентгеновской топографии, пригодной 

лишь для больших кристаллов с высокой степенью регулярности решетки. 

  

 
Рисунок 3.11 - (a) ФИП-СЭМ анализ образца по окончании рентгеновского 

эксперимента; вставка: канальный контраст сечения образца, видна граница 

двойника под углом 17.7° к поверхности образца. (b) Канальный контраст 

сечения границы зерна, обозначенного далее красными буквами ‘B1’. (c) Карта 

ориентации зерен, полученная дифракцией обратно рассеянных электронов 

(ДОРЭ). (d) Схематическое изображение трехмерной зёренной структуры. 
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Рисунок 3.12 - (а) Топограмма отражения (220) от цельного зерна B1 луча 

сечением 100x100 мкм при 16,41 кэВ. Угловой диапазон 1,68°. (б) Топограмма 

от одного микролуча сечением 0,61х0,61 мкм. Угловой диапазон 0,42°. (c) 

Составная картина на основе 5041 топограмм, показывающая геометрию 

дисторсии решетки частично заглубленного пластически деформированного 

зерна В1. (d) Составная картина на основе 2601 топограмм после дальнейшего 

нагружения. Пунктирная стрелка указывает на области дислокационной 

активности у границ зерна, обозначенных символами G.B.1, G.B.2, G.B.3. 

мкм)(100 х 100 мкм) (< 1 х 1 мкм)

Двойник
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Рисунок 3.13 - Анализ само-организованной дислокационной структуры в зерне 

В1. (а) Градиент угла поворота решетки и (б) ширина полумаксимума пика 

ориентации после первого этапа нагружения. На вставке показана структура 

ячейки сетки дислокаций. (c) Градиент угла поворота решетки после 

финального нагружения до деформации ~ 4% на той же шкале, что и (а). (d) 

Графики градиента поворота решетки (плотности дислокаций) и ширины 

полумаксимума, показывающие наличие дислокационных ячеек (размер 4-

10мкм) и стенок между ними (толщина 1-2мкм). Также показаны зависимости 

этих параметров от толщины образца, полученные усреднением.   

Использование произвольных единиц обозначено символом []. 
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 На Рисунке 3.13 показаны результаты анализа дислокационной 

структуры избранного зерна В1 с помощью сканирования луча квадратного 

сечения со стороной около 0,6мкм. Были изучены градиент (скорость изменения) 

ориентации решетки и ширина полумаксимума распределения угла. Первый 

параметр дает информацию о плотности геометрически необходимых дислокаций 

(GND, geometrically necessary dislocations), вызывающих поворот решетки. Второй 

параметр отражает распределение дислокаций на более мелких масштабах, и может 

быть связан со статистически накопленными дислокациями (SSD, statistically stored 

dislocations), согласно Эшби. 

В совокупности результаты серии исследований сильно деформируемых 

металлов подтвердили ранее сформулированные гипотезы о взаимосвязи между 

пространственным распределением дислокаций и разориентацией решетки, а также 

влияние размера луча на интерпретируемость собранных данных. Это позволило 

применить разработанные подходы для изучения практически важных инженерных 

сплавов. Результаты были опубликованы в инженерных журналах  [66]. 

 Следующим этапом применения микродифракции Лауэ стало определение 

внутренних напряжений типов II и III [67]. В серии работ были развиты и 

применены методы определения полного тензора деформаций в микрообъеме 

образца путем интерпретации картин Лауэ с использованием специализированных 

программных средств, таких, как XMaS [68], LaueGo [69] и LaueTools [70]. 

Принципиальным результатом этих исследований явилась демонстрация 

возможности применения методов микродифракции в сочетании с моделированием 

пластичности (поли)кристаллов с учетом эволюции дислокационной структуры 

(плотности дислокаций геометрически необходимых и статистически накопленных 

типов) [71]. Некоторые аспекты подходов к разработке и применению моделей 

кристаллической пластичности освещены ниже в Разделе 5. 

 В ходе исследований также обнаружилось, что особенной сложностью 

интерпретации экспериментов микродифракции Лауэ является проникновение 

луча внутрь образца, которое превосходит по глубине сечение луча. Более того, 
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экспоненциальное затухание интенсивности зависит от конкретной энергии 

фотонов, что еще более осложняет интерпретацию измерений в трехмерных 

объектах. Для преодоления этой неопределенности необходимо использовать 

коллимацию, чтобы достичь конкретного задания объема взаимодействия по 

аналогии с конфигурацией нейтронных экспериментов, показанной на Рисунке 3.2, 

но в 1000 раз более мелком масштабе (микрометры вместо миллиметров). Однако 

практическая реализация такого подхода сталкивается со значительными 

трудностями практического создания и применения щелей микронных размеров, 

рассеянием на их краях и т.п.  

 
Для преодоления этих трудностей было предложено использовать метод 

рентгеновской микроскопии с дифференциальной апертурой (РМДА, DAXM, 

Differential Aperture X-ray Microscopy) [72]. Принцип этого метода состоит в 

сканировании тонкой нити из поглощающего материала (вольфрама или золота), 

перерезывающей рассеянные лучи в непосредственной близости образца и 

 
Рисунок 3.14 - Принципиальная демонстрация метода HETL [73]. 
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создающей их «тень» (падение интенсивности) на детекторе. В этом случае 

арифметическая разница между картинами, полученными без нити и при ее 

наличии дает картину рассеяния в узком «веере» лучей (плоскости), определенном 

избранным пикселем детектора и нитью. Геометрически такая конфигурация 

аналогична применению коллиматора на месте нити, и открывает возможность 

пространственно-разрешающего сканирования и томографического 3Д анализа 

[72]. Дальнейшее развитие получил также метод просвечивающей Лауэ дифракции 

высоких энергий (HETL, High Energy Transmission Laue) [73] (Рисунок 3.14),  с 

помощью которого была продемонстрирована возможность 3Д картирования 

кристаллического фазового состава и упругих деформаций в глубине массивных 

образцов до нескольких сантиметров толщиной. 

Тема дифракционной томографии становилась все более востребованной в 

области изучения структуры и механики сложных, иерархически 

структурированных материалов, и получила развитие в ряде направлений, в том 

числе томография деформаций с использованием монохроматических лучей [74], 

малоуглового рассеяния и т.д. [75]. 

Еще одним направлением развития методов микро-дифракции 

полихроматических лучей стало применение Корреляции Цифровых Изображений 

(КЦИ) для интерпретации Лaуэграмм [76]. Принцип этого подхода основан на 

осознании того, что бóльшая точность определения смещения пиков дифракции 

Лауэ по отношению к референтному положению может быть достигнута прямым 

сравнением, а не раздельной подгонкой изображений по отношению к общему 

референтному шаблону. Эта мысль аналогична принципу, что проведение двух 

независимых измерений большой величины дает низкую точность определения их 

различия, в то время как прямое измерение их разности позволяет кардинально 

уменьшить ошибку. 

В ходе этих исследований было показано, что возможна декомпозиция карты 

смещений пиков Лауэ для разделения вкладов отдельных компонент тензора малых 

деформаций и малых поворотов решетки (Рисунок 3.15). 
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3.5 Метод когерентной дифракции Брэгга 

Одной из принципиальных особенностей синхротронных рентгеновских лучей 

является их высокая степень когерентности по сравнению с лабораторными 

инструментами. Особенно мощный эффект наблюдается на синхротронных 

источниках 4-го поколения, таких, как LCLS (Stanford, CA) и EuXFEL (Hamburg, 

DE). Картины когерентной дифракции от нанокристалла золота, показанные на 

Рисунке 3.16 [77], отличаются присутствием дифракционных полос (fringes), 

возникающих вследствие интерференции лучей, рассеянных на границах объекта 

 
Рисунок 3.15 - Схематическая иллюстрация смещений пиков Лауэ вследствие 

различных компонентов малых деформаций и поворотов [76]. 
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исследования (автоколлимация).  

 
Ранее было показано, что анализ этих полос для нескольких отражений Брэгга 

позволяет определять трехмерную область пространства, занимаемую объектом 

исследования, целиком погруженным в рентгеновский пучок. Определив форму 

объекта, можно поставить следующий вопрос о возможности определения 

внутренних деформаций, вызванных, например, коротким лазерным импульсом, 

поглощаемым нанокристаллом. Эта экспериментальная схема, которая может быль 

  

 

Рисунок 3.16 - Схема когерентной дифракции импульс-проба от нанокристаллов 

золота [77]. (А)(В) Когерентная дифракция 111 (по сумме 100 картин, лог. шкала) 

для времени -10 пс и 60 пс после накачки. (C)(D) Угловой сдвиг пика Брэгга от 

времени задержки для двух нанокристаллов. Синие точки данные, красные 

непрерывные кривые - модель. 
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названа для краткости «пульс-проба» (pump-probe), была использована в ходе 

испытаний с высочайшим временным разрешением (пикосекунды, пс) для 

определения вибрационного отклика нанокристаллов золота и их приближения к 

фазовому переходу из твердого в жидкое состояние [77][78]. 

Особенностью этой серии экспериментов стала демонстрация совместного 

достижения методом когерентной дифракции рентгеновских лучей высочайшего 

разрешения в пространстве (около 10 пм) и времени (около 10 пс) при изучении 

динамических процессов в веществе. Дальнейшее развитие методов когерентной 

дифракции находит широкое применение в рентгеновской оптике [79] и способах 

изучения вещества вплоть до мельчайших масштабов кристаллической решетки и 

присущих ей остаточных и динамических деформаций. 

3.6 Многомасштабный деформационный анализ сочетанием методов 

широкоуглового и малоуглового рентгеновского рассеяния 

Разнообразие модальностей взаимодействия рентгеновских лучей с веществом 

(пропускание, поглощение и эмиссия, рассеяние) предопределяет возможность 

создания большого количества экспериментальных конфигураций для определения 

структуры и свойств материалов на разных масштабах длин. В силу его особых 

свойств (интенсивность, малая расходимость, яркость, когерентность) 

синхротронное излучение позволяет использовать избирательный подход к выбору 

свойств луча (энергию, размер фокуса, временную структуру импульсов), а также 

создавать комбинированные экспериментальные конфигурации для параллельного 

многоканального сбора цифровой информации. Особый интерес здесь могут 

представлять исследования, вовлекающие контроль за изменяющимся состоянием 

образца в процессе его нагрева, деформирования, протекания химических реакций 

и т.п. Подобного рода эксперименты обозначаются латинскими терминами in situ 

(«на месте») или operando («в процессе»). 

 На Рисунке 3.17 (справа налево) проиллюстрирована экспериментальная 

конфигурация, разработанная автором и примененная под его руководством на 

канале B16 Test beamline, Diamond Light Source (Oxford, UK). Падающий луч 
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формируется оптической системой канала, которая включает коллиматорные щели 

для быстрого изменения вертикального и горизонтального открытия луча в 

диапазоне от 0.03 мм до 10 мм. В эксперименте исследуется образец, помещенный 

в захваты миниатюрного нагружающего устройства Deben MicroTest 150N (Suffolk, 

UK) со специально изготовленными дополнительными захватами, которые 

позволяют помещать образец в вертикальной плоскости над нагружающим 

устройством и подвергать его контролируемой деформации в ходе проведения 

эксперимента на пропускание рентгеновских лучей. 

 На расстоянии 128,72мм от образца помещался двумерный детектор 

ImageStar 9000 (Photonic Science, Hastings, UK) с пиксельной матрицей 3056 x 3056 

и размером пикселя 31 мкм, соответствующей квадратной области регистрации 

рассеяния, вписанной в окно диаметром 135 мм. Детектор был установлен на столе 

для горизонтального перемещения перпендикулярно прямому лучу по 

горизонтальной оси х. Для защиты центральной части детектора от повреждения во 

время сбора диаграмм рассеяния детектор помещался в положение 1 позади 

  
Рисунок 3.17 – Схема экспериментальной конфигурации для параллельного 

сбора данных в режимах радиографии, малоуглового рентгеновского рассеяния 

(МУРР) и широкоуглового рентгеновского рассеяния (ШУРР) для определения 

структурных и деформационных свойств иерархически организованных 

материалов [81][82].  
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уловителя прямого луча, на котором мог располагаться фотодиод PIPS (Passivated 

Implanted Planar Silicon) для количественного определения зависимости 

интенсивности проходящего луча от положения образца и его структуры, 

изменяющейся в ходе эксперимента. Эта конфигурация использовалась для сбора 

данных в режиме широкоуглового рассеяния рентгеновских лучей (ШУРР), 

соответствующем суб-нанометровому размеру рассеивающих объектов в 

материале, т.е. характерному диапазону межплоскостных расстояний в материалах.  

 Для переключения режима сбора данных на малоугловое рентгеновское 

рассеяние (МУРР), детектор ImageStar 9000 отодвигался в положение 0 (Рисунок 

3.17), освобождая пространство для распространения рассеянных лучей вплоть до 

двумерного детектора МУРР Pilatus 300K (Dectris, Baden, Switzerland) с пиксельной 

матрицей 487 x 619 и размером пикселя 172 мкм общей площадью 84 мм x 106 мм 

и динамическим диапазоном (разрядностью) 20 бит. Детектор МУРР в положении 

1 (Рисунок 3.17) помещался на расстоянии 4358,47 мм от образца и использовался 

для регистрации рассеяния прямого луча на малые углы, которые, согласно 

формуле Брэгга-Вульфа, соответствуют нанометровым размерам рассеивающих 

объектов в материале, таким, как поры, выделения вторичных фаз в сплавах, 

кристаллическим и аморфным объемам в полукристаллических полимерах, и т.п. 

 Для получения радиографических изображений больших областей образца 

размером до 10 х 10 мм, детектор МУРР отодвигался в положение 0 вправо по оси 

х для помещения в прямой луч детектора sCMOS miniFDI (Photonic Science, 

Hastings, UK) с пиксельной матрицей 1392 x 1040 с оптическим размером пикселя 

6.5 мкм и полной шириной поля зрения около 9 мм. В сочетании с широко 

открытыми коллиматорными щелями эта конфигурация позволяла быстрое (в 

течение нескольких секунд) получение изображения образца, в том числе для 

определения макроскопической деформации методом корреляции цифровых 

изображений с использованием естественного или дополнительного контраста, 

например, закрепленных на образце маркеров из сильно поглощающих материалов 

(вольфрам, свинец, олово). 
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 Таким образом, в экспериментальной конфигурации на Рисунке 3.17 было 

реализовано сочетание трех модальностей регистрации взаимодействия 

рентгеновских лучей с образцом для определения структурных и деформационных 

параметров материалов на размерах Å-нм (ШУРР), нм-мкм (МУРР) и мкм-мм 

(радиография).  

Для точной калибровки расстояний от образца до детекторов, в ходе 

эксперимента использовались стандартные образцы в виде легко спрессованного 

диска из порошка кремния (ШУРР) и сухого коллагена курицы (МУРР).  

 Разработанное сочетание методов было применено для исследования 

деформационного поведения термопластичного полиуретана, синтезированного в 

лаборатории д-ра Кристины Присакариу (Яссы, Румыния), обозначенного 

индексом PU183. Термопластичные полиуретаны представляют собой важный 

класс полукристаллических полимеров, обладающих высокой термической и 

химической стойкостью, а также большой деформационной прочностью и 

износостойкостью, что обуславливает их широкое применение для производства 

промышленных и потребительских товаров. Свойства полиуретанов определяются 

их гетероцепной структурой, которая состоит из участков полимерных цепей, 

образованных твердыми сегментами на основе диизоцианатов, связанных 

уретановой группой, и мягкими (гибкими) сегментами, образованными 

макродиолами. На нанометровых масштабах при затвердевании из расплава 

происходит структурное разделение на плотноупакованные кристаллические 

области, окруженные менее плотными аморфными областями, как можно видеть 

на изображении ПЭМ (Рисунок 3.18). 

Синтез проводился в трехкомпонентной системе, состоящей из (1) 

диизоцианата MDI; (2) MD (макродиола) политетрагидрофурана с молярной 

массой Mw=2000 г/моль, и (3) ангидридного диэтиленгликоля как удлинителя 

цепочек (CE, chain extender). Компоненты смешивались в молярном соотношении 

MDI:MD:CE=4:1:3, что соответствовало массовой доле массовой доле 

диизоцианата 40% и изоцианатному индексу  I=100. Синтез проводился пре-
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полимерным путем согласно методике, описанной в работе [80] с получением 

пластин толщиной 0,5 - 2 мм. 

 
 Для проведения эксперимента на растяжение из пластин толщиной 2 

мм вырезались образцы в форме гантелей длиной 22 мм и шириной 3 мм в центре. 

На поверхности образца закреплялись два микросферических шарика оловянно-

свинцового припоя диаметром менее 1 мм.  Высокий коэффициент поглощения 

припоя создавал сильный контраст и позволял отслеживать взаимное перемещение 

центров микросфер для определения макроскопической деформации образца на 

основе радиографических изображений, полученных с помощью детектора sCMOS 

Кроме того, микросферы также служили ориентиром для помещения 

рентгеновского луча малого сечения (0,7 х 0,7 мм) строго в центре образца для 

сбора данных широкоуглового и малоуглового рентгеновского рассеяния (ШУРР-

МУРР). Использовался монохроматический пучок с энергией 17,99 кэВ. 

 

  

  
Рисунок 3.18 – Изображение ПЭМ наноструктуры полиуретана, отражающее 

наличие областей различной плотности [82].  

100nm
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Рисунок 3.19 – Иллюстрация изменения радиографических изображений (левая 

колонка) и диаграмм рассеяния МУРР (средняя колонка) и ШУРР (правая 

колонка) в процессе нагружения образца от малого начального усилия (0,3 Н) 

для фиксации положения образца до максимального усилия (8 Н) [81].  
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На Рисунке 3.19 показана эволюция радиографических изображений образца 

(левая колонка) и диаграмм рассеяния МУРР-ШУРР (средняя и правая колонки) в 

процессе нагружения образца от минимальной фиксирующей нагрузки (0,3 Н) до 

максимальной (8 Н). Удлинение образца очевидно невооруженным глазом, в то 

время как изменение диаграмм рассеяния МУРР более становится различимым 

благодаря изменению интенсивности и постепенному удлинению кольца 

диффузного рассеяния, которое приобретает форму эллипса с короткой 

горизонтальной полуосью. Поскольку регистрация рассеяния детектором связана с 

обратным пространством, это соответствует удлинению вдоль оси нагружения. 

 
Изменение диаграммы рассеяния ШУРР (правая колонка, Рисунок 3.19) и 

вовсе оказывается неразличимым невооруженным взглядом, что свидетельствует о 

малой деформации кристаллической решетки. Для определения точного 

положения максимумов пиков рассеяния для режимов МУРР и ШУРР проводился 

анализ одномерных кривых зависимости интенсивности (в условных единицах) от 

длины вектора рассеяния 𝑞 (нм-1), заданного уравнением 

 
Рисунок 3.20 – Иллюстрация смещения пика МУРР в процессе нагружения 

(абсцисса – длина вектора рассеяния 𝑞, нм-1). Экспериментальные данные 

зависимости интенсивности (в произвольных единицах) от длины вектора 

рассеяния, полученные в процессе нагружения [81].  
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𝑞 = 4𝜋 sin 𝜃 /𝜆,      (3.6) 

где длина волны 𝜆 связана с энергией пучка согласно уравнению (3.1). 

Иллюстрация смещения пика в сторону меньших значений 𝑞 показана на Рисунке 

3.20 для случая МУРР. 

Данные ШУРР и МУРР, собранные в ходе нагружения, допускали 

интерпретацию в терминах номинальной деформации в субнанометровом и 

нанометровом масштабах, благодаря использованию уравнений (3.1) и (3.2). На 

Рисунке 3.21 (слева) показана зависимость определенных таким образом 

деформаций (по горизонтальной оси) от приложенного напряжения (по 

вертикальной оси) для всех трех способов определения деформации на разных 

масштабах. Из рассмотрения этих кривых становится очевидно, что значения 

деформаций, полученных анализом диаграмм рассеяния МУРР оказываются 

значительно меньше, чем макроскопические деформации, полученные на основе 

анализа радиографических данных, а данные деформаций на основе ШУРР, в свою 

очередь, оказываются значительно меньше значений на основе МУРР.  

На основе сделанных наблюдений, в работе [81] была сформулирована и 

решена задача получения улучшенной интерпретации данных и объяснения 

физических причин наблюдаемого различия значений деформаций на разных 

масштабах. 

На Рисунке 3.21 (справа) показаны результаты умножения значений 

деформаций по данным МУРР на 3,3 и по данным ШУРР на 90 для достижения 

наложения кривых нагружения. В то время, как более низкие значения деформации 

согласно ШУРР (кристаллическая фаза материала) могут легко объясняться более 

высоким модулем этих включений по сравнению с аморфной матрицей, объяснение 

отличия деформаций по данным МУРР от макроскопических более чем в три раза 

требуют более подробного разбора. 
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 Для термопластического полиуретана с наноструктурой, показанной на 

Рисунке 3.18, малоугловое рассеяние определяется контрастом электронной 

плотности между хорошо кристаллизованными областями повышенной плотности 

(темный контраст изображения ПЭМ светлого поля) и аморфными областями 

пониженной плотности (светлый контраст ПЭМ).  

 Попытки объяснения наблюдений «дефицита деформации» на основе данных 

МУРР по сравнению с макроскопическими были предприняты ранее на основе 

предположений о неаффинном характере деформаций. Однако поскольку 

наноструктура, показанная на Рисунке 3.18, является относительно однородной в 

микрометровом масштабе, это предположение не представляется обоснованным. В 

этой связи для поиска объяснения экспериментальных наблюдений был применен 

анализ рентгеновского рассеяния на основе уравнения интенсивности в виде 

преобразования Фурье от электронной плотности: 

𝐼(𝑞) = C
D
g∫ 𝜌(𝑟) exp(𝑖𝑞𝑟)𝑑E𝑟⬚
D g

!
,    (3.7) 

 
Рисунок 3.21. Иллюстрация изменения деформаций, полученных при анализе 

данных радиографии, МУРР и ШУРР в процессе нагружения образца 

термопластичного полиуретана PU183 [81]. Наложение кривых, показанное на 

графике справа, достигается умножением значений номинальных деформаций, 

полученных на основе анализа диаграмм МУРР, на фактор 3.3, а на основе 

ШУРР – на фактор 90. 
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где 𝐼(𝑞) обозначает интенсивность рассеяния с вектором 𝑞, 𝐾 – коэффициент 

инструмента, 𝑉 – объем взаимодействия излучения с веществом, по которому 

производится интегрирование, и 𝜌(𝑟) – пространственное распределение 

электронной плотности. 

 В работе был применен метод расчетно-экспериментальной корреляции, в 

котором в качестве модели образца использовалась модель МКЭ структуры 

полиуретана, которая затем подвергалась пост-обработке методом преобразования 

Фурье для предсказания диаграмм рассеяния и их сравнения с 

экспериментальными наблюдениями. 

 
 Для формулировки модели материала, рассмотрим Рисунок 3.22, на котором 

слева показана структура полиуретана, представленная более темными (плотными) 

кристаллическими областями, соединенными матрицей из более светлого 

аморфного материала низкой плотности. На рисунке справа показана модель 

структуры, полученная «размыванием» (“blurring”), т.е усреднением с 

 
Рисунок 3.22. Схематическая иллюстрация структуры термопластичного 

полиуретана (слева), состоящей из жестких областей кристаллизованного 

материала, и окружающих их более мягких областей с аморфной структурой. 

На рисунке справа показана модель структуры, полученная «размыванием» 

(“blurring”), т.е усреднением с использованием размера окна, соответствующего 

разрешению метода МУРР [81]. 
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использованием размера окна, соответствующего разрешению метода МУРР [81]. 

В работе [81] была применена конечно-элементная модель, разработанная 

для пакета программ ABAQUS, основанная на предположении и корреляции между 

локальной электронной плотностью и модулем упругости. Эта корреляция является 

предметом активных исследований в рамка первопринципных расчетов работы 

выхода электронов и ее взаимосвязи с электронной плотностью, с одной стороны, 

и модулем упругости твердого тела, с другой [83][84]. Была предложена и 

использована эмпирическая зависимость модуля Юнга от электронной плотности, 

путем вариации которой было достигнуто полно соответствие (в рамках точности 

интерпретации экспериментальных данных) между предсказаниями и 

наблюдениями. Было сделано ключевое предположение о важности учета 

размытого перехода от жестких областей высокой плотности к мягким областям 

низкой плотности, что влечет за собой неоднородность деформации, которая и 

оказывает влияние на наблюдаемые диаграммы рассеяния МУРР. 

В работе [82] было продолжено исследование поведения термопластичных 

полиуретанов с целью определения влияния поведения «размытой переходной 

зоны» (“fuzzy interface”) между кристаллическими и аморфными областями на 

макроскопически наблюдаемые деформационные свойства, в том числе при 

циклическом нагружении, в виде двумерных картин (а,b) и соответствующих 

одномерных распределений (c,d) в направлении нагружения. 

Для интерпретации результатов была использована самосогласованная 

модель деформации композитного материала. Метод самосогласованного описания 

механики композитов и иерархически структурированных материалов представлен 

в Разделе 5. В контексте рассмотрения деформационных свойств полиуретана 

кристаллические области были представлены как эллипсоидные (сфероидные) 

включения Эшелби с плавным изменением упругих свойств в «размытой 

переходной зоне». 
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На Рисунке 3.24 показана модель представительного объемного элемента 

материала (ПОЭМ) термопластичного полиуретана, который представляется 

состоящим из сферических твердых областей (hard regions, HR), погруженных в 

непрерывную более мягкую матрицу (soft region, SR) с постепенным переходом 

между ними, представленным сферической оболочкой «размытой переходной 

зоны» (“fuzzy interface”, FI). В модели двухуровневой расчетной модели на уровне 

 
Рисунок 3.23. (а) Изменение диаграмм МУРР и (b) диаграмм ШУРР в процессе 

нагружения образца термопластического полиуретана [82]. Изменения 

одномерного представления (с) пика МУРР и (d) пиков ШУРР (в 

горизонтальном направлении нагружения) в зависимости от приложенного 

напряжения.  
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1 включения представляются составленными из комбинации HR & FI, в то время 

как SR рассматривается в качестве матрицы. На уровне 2 модели в качестве 

включения рассматривается HR, а FI служит матрицей [82]. 

 
 В результате анализа деформаций на макроскопическом (радиография) и 

нанометровом масштабе (МУРР) и на масштабе кристаллической решетки (ШУРР) 

была подтверждена модель, показанная на Рисунке 3.25. Было обнаружено, что в 

результате циклической деформации с периодической разгрузкой наблюдался так 

называемый эффект Маллинса, который состоит в постепенном уменьшении 

макроскопического модуля упругости материала в зависимости от максимальной 

 
 

Рисунок 3.24. Иллюстрация модели представительного объемного элемента 

материала (ПОЭМ) полиуретана. Полиуретан представляется состоящим из 

сферических твердых областей (hard regions, HR), погруженных в 

непрерывную более мягкую матрицу (soft region, SR) с постепенным переходом 

между ними, представленным сферической оболочкой «размытой переходной 

зоны» (“fuzzy interface”, FI). В модели двойного включения на уровне 1 

включения составлены из комбинации HR & FI, а SR рассматривается в 

качестве матрицы. На уровне 2 включением является HR, а FI служит матрицей 

[82].  
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приложенной деформации [85]. 

 
Эффект Маллинса схематически проиллюстрирован на Рисунке 3.25. Нагружение 

начинается из недеформированного состояния 0 и следует кривой первичного 

нагружения А.  Если далее производится разгрузка от точки 1 до точки 0, то оно 

следует кривой В, как и последующее нагружение, при котором происходит 

возврат к точке 1 из точки 0. Однако при этом наблюдается заметное снижение 

модуля упругости, соответствующего наклону кривой в области малых 

деформаций.  

Дальнейшем нагружение от точки 1 до точки 2 следует кривой D, которая 

является продолжением первичной кривой нагружения А. Дальнейшей разгрузке 

от точки 2 до дочки 0 следует кривой С, которая также воспроизводится при 

повторном нагружении из точки 0 до точки 2. При этом форма кривой вновь 

соответствует С, т.е. показывает ещё более уменьшенное значение модуля. 

Эффект Маллинса занимал исследователей эластомерных материалов и 

резин в течение многих десятилетий второй половины ХХ века, как и в начале ХХI 

века. Были предложены различные модели, основанные на рассмотрении 

вязкоупругих эффектов, внутреннего трения и связанных с этим напряжений и т.п., 

однако удовлетворительное объяснение не было найдено. Однако результаты 

 
Рисунок 3.25 – Схематическая иллюстрация эффекта Маллинса [85].  
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расчетно-экспериментальной корреляции, примененной в работе [82], 

предоставили основания для обоснованной формулировки модели, показанной на 

Рисунке 3.26.  

В верхней части Рисунка 3.26 показана концептуальная схема зон HR, FI и 

SR, из которых состоит представительный объемный элемент материала (ПОЭМ). 

На нижней диаграмме представлен результат моделирования и анализа 

экспериментальных данных для определения зависимости модуля Юнга от 

радиального расстояния от центра ПОЭМ. Модуль является примерно постоянным 

в твердой и мягкой зонах HR и SR, но претерпевает постепенное изменение в 

«размытой переходной зоне» FI. При этом в начале первичного нагружения модуль 

изменяется согласно верхней (синей) кривой, а после достижения точки 1 (Рисунок 

3.25) и разгрузки, при повторном нагружении, соответствует нижней (красной) 

кривой. На этой же диаграмме пунктиром представлено изменение электронной 

плотности. 

Для объяснения такого изменения вариации модуля Юнга вследствие 

нагружения, рассмотрим снова верхнюю диаграмму на Рисунке 3.26. Синими 

точками на ней обозначены физические сшивки полимерных цепей, которые 

повышают как вязкость, так и модуль материала. Однако в процессе 

деформирования физические сшивки могут претерпевать повреждение, которое и 

ведет к снижению модуля. Это снижение оказывается особенно заметным в 

«размытой зоне перехода», так как модуль кристаллической зоны SR определяется 

многочисленными связями внутри решетки и не изменяется при нагружении, а в 

аморфной части (матрице) расстояние между макромолекулами велико, так что 

модуль в основном определяется энтропийными эффектами конформации. Лишь в 

размытой зоне перехода изменение плотности физических сшивок ведет к 

значительному изменению модуля, что и отражается на макроскопическом 

поведении материала в форме эффекта Маллинса. 
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Таким образом, было показано, как совместное использование 

экспериментальных методов ШУРР и МУРР, в сочетании с расчетно-

экспериментальной корреляцией, позволяет получать ответы на исторически 

значимые вопросы о структуре и механическом поведении сложных иерархически 

 
Рисунок 3.26 – Иллюстрация структуры твердой, переходной и мягкой фаз 

полиуретана (вверху), и зависимости локального модуля упругости от 

расстояния до центра представительного объемного элемента образца до начала 

нагружения (Е1) и при повторном нагружении после разгрузки (Е2).  
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структурированных материалов, таких, как гетероцепные полимеры из класса 

термопластичных полиуретанов. 

3.7 Концепция и разработка методов дифракционной томографии НДС 

Выше было показано, что разнообразные режимы взаимодействия рентгеновских 

лучей с веществом предоставляет исследователю выбор экспериментальных 

конфигураций для картирования внутреннего напряженно-деформированного 

состояния на разных масштабах, связанных с типами I, II, III по классификации 

Давиденкова. Однако конечной целью подобных исследований всегда должно 

являться определение трехмерного распределения НДС, т.е. определение иерархии 

тензоров напряжений и деформаций в каждой точке, а точнее, в представительном 

объемном элементе образца, окружающем избранную точку. 

 Эта задача представляется сложной. Несмотря на огромную скорость сбора 

данных, доступную на установках типа синхротронных источников или лазеров на 

свободных электронах, достигающей терабайтных объемов в течение однодневной 

сессии, и ускоренные алгоритмы интерпретации, картирование чаще всего 

производится в плоскости, перпендикулярной падающему лучу, и не предоставляет 

информации о вариации вдоль самого луча. Выше в данном Разделе был 

представлен метод рентгеновской микроскопии с дифференциальной апертурой 

(РМДА, DAXM, Differential Aperture X-ray Microscopy), который позволяет 

преодолеть эту трудность посредством дополнительного сканирования проволокой 

из материала с высоким поглощением, который, однако, является весьма 

трудоемким и требует введения дополнительных сканирующих устройств в 

конфигурацию эксперимента. 

 В принципе, могут быть рассмотрены два альтернативных подхода. Один из 

них представляет собой томографическую реконструкцию на базе нескольких 

двумерных карт путем решения обратной задачи теории собственных деформаций. 

Этот подход требует развития фундаментальной теоретической базы, и в настоящее 

время является предметом совместных исследований в сотрудничестве со 

специалистами математической теории томографии нескалярных величин 
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(тензорной томографии) [86].  

Другой подход состоит в использовании вращения образца вокруг оси, 

перпендикулярной (или, по крайней мере, не коллинеарной) направлению 

падающего луча, с последующей обработкой данных для реконструкции полей 

остаточных упругих деформаций (о.у.д.) методами, аналогичными обратному 

преобразованию Радона с применением фильтров (для компенсации эффекта 

поглощения).  

Наиболее простым этот подход видится при определении компоненты вектора 

или тензора, совпадающей с направлением оси вращения. В этом случае искомая 

компонента тензора или вектора не претерпевает прецессию при вращении образца, 

что позволяет рассматривать ее как скаляр при применении стандартных 

алгоритмов томографической реконструкции. 

 

 
 

Рисунок 3.27 – Иллюстрация геометрии зубного «моста» (слева) из 

стабилизированного оксида циркония, полученной на основе сбора 

томографических данных на лабораторной установке (справа) [87].  
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В работе [87] был проработан ряд теоретических, численных и 

экспериментальных аспектов этого подхода для случая нанокристаллического 

образца диоксида циркония, стабилизованного оксидом иттрия, широко 

используемого в реконструктивной стоматологии для изготовления зубных 

коронок и мостов. Геометрия образца, показанная на Рисунке 3.27, была 

определена с помощью лабораторной рентгеновской томографии с использованием 

источника Yxlon (160 kV, 2.25 kW) и детектора Hamamatsu (HEXlab, Oxford) [58]. 

На основе полученной информации о геометрии образца была построена модель 

МКЭ для определения НДС при трехточечном изгибе, возникающем при 

приложении жевательной нагрузки на центральный элемент «моста».  

На Рисунке 3.28 показана экспериментальная конфигурация, реализованная на 

инструменте ID15B (ESRF). Использование монохроматического луча высокой 

энергии (86.93 кэВ) обеспечивало проникновение луча сквозь массив оксида 

циркония, составляющего перемычку между элементами «моста». 

Для создания трехточечного изгиба было спроектировано и изготовлено 

специальное нагружающее устройство, показанное на Рисунке 3.29, снабженное 

 
Рисунок 3.28 – Иллюстрация эксперимента ШУРР с использованием 

монохроматического луча для томографической реконструкции осевой 

компоненты о.у.д. внутри зубного «моста» при изгибе [87].  
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винтом подачи и тензодатчиками для определения приложенного усилия, 

имитирующего нагружение «моста» при жевании. Устройство трехточечного 

изгиба и образец были размещены на поворотном столике для проведения 

эксперимента ШУРР при вращении стола вокруг вертикальной оси и 

горизонтальном смещении для сканирования по отношению к лучу с заданным 

коллиматорными щелями размером 0,1×0,1 мм. 

Сбор данных осуществлялся при разных углах падения луча, заданных 

поворотом стола вокруг вертикальной оси вращения. Вращение производилось в 

диапазоне от 0º до 180º с шагом 3.6º (51 проекция). Для каждого угла поворота стола 

проводилось сканирование всего образца вдоль горизонтальной оси, 

перпендикулярной направлению падающего луча, с шагом в 0,1 мм, равным 

размеру луча.  

Диаграммы рассеяния ШУРР (кольца Дебая-Шеррера) регистрировались с 

помощью двумерного детектора Pixium (Thales, France) с матрицей 1920 × 2640 и 

размером пикселя 154 мкм, расположенным на расстоянии 731,93 мм от образца. 

Средняя по освещенному лучом объему остаточная упругая деформация в образце 

определялась с помощью перевода данных для вертикального азимутального 

направления в формат одномерного распределения интенсивности в зависимости 

от радиального расстояния от центра детектора (центра уловителя падающего 

луча). Для определения о.у.д. проводилось уточнение Ритвельда всей доступной 

одномерной диаграммы рассеяния, что позволило определять деформацию 

решетки с точностью 5×10-5. 

Для применения алгоритма томографической реконструкции данных 

требовалось провести предварительный анализ формирования сигнала рассеяния 

на массивном образце согласно геометрии, показанной на Рисунке 3.30. 
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Рисунок 3.29 – (а) Нагружающее устройство для создания НДС в образце 

«мост», снабженное винтом подачи и тензодатчиками для определения 

приложенного усилия, имитирующего нагружение «моста» при жевании. (b) 

Размещение образца на поворотном столике для проведения эксперимента 

ШУРР при вращении стола вокруг вертикальной оси и горизонтальном 

смещении для сканирования по отношению к лучу [87].  
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 Следует отметить, что традиционно данные, собираемые для 

томографической реконструкции, регистрируются в виде интенсивности 

пропускания. По закону Бера-Ламберта, затухание проходящего 

монохроматического луча может быть записано в форме приращения, как 
d𝐼
d𝑠

= −µ(𝑠)	𝐼, 

где 𝐼 – интенсивность луча, d𝐼 – ее приращение при прохождении элемента пути d𝑠 

в материале с линейным коэффициентом поглощения µ(𝑠), который может 

зависеть от положения в образце. Интегрирование этого соотношения дает 

формулу   

 
Рисунок 3.30 – (а) Иллюстрация геометрии рассеяния рентгеновского луча в 

массивном образце, вид сбоку на вертикальную плоскость. (b) Вид сверху с 

указанием горизонтальной ширины луча, h, объема засветки длиной 𝐿(𝑥, 𝜙) и 

положения центра этого объема CoG по отношению к оси вращения [87].  
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𝐼 = 𝐼:e)∫ G(&)	I&⬚
+ , 

где 𝐼: обозначает интенсивность падающего луча, а интеграл берется по пути 

прохождения луча в образце 𝐿. Для создания массива томографических данных 

интегральная форма переписывается в виде 

r µ(𝑠)	d𝑠
⬚

%
= ln

𝐼:
𝐼
. 

Для томографии в параллельном луче данные для каждого среза («слайса»), 

перпендикулярного оси вращения и соответствующего одному ряду пикселей, 

представляются в виде так называемой синограммы, т.е. двумерного массива 

данных от двух переменных: номера пикселя в ряду и угла поворота 𝜙. Алгоритмы 

реконструкции с помощью обратного преобразования Радона с фильтром доступны 

в среде Matlab в виде программы iradon(), принимающей синограмму в качестве 

входного массива данных. 

 В качестве гипотезы примем для случая томографической реконструкции 

о.у.д., что параметром, определяемым для каждой пары угла поворота образца 𝜙0 и 

позиции стола при сканировании 𝑥3 из анализа диаграмм рассеяния является не 

интеграл, а среднее значение параметра решетки 〈𝑎〉, линейно связанное с о.у.д. 

уравнением (3.2). Выражение для этого среднего может быть записано как 

〈𝑎〉03 =
∫ J%,(&)	I&
⬚
+-.%,0,1

∫ 	I&⬚
+-.%,0,1

 = 
∫ J%,(&)	I&
⬚
+-.%,0,1

%KL%,N,O
 , 

поскольку нижний интеграл и являет собой длину прохождения луча для сочетания 

(𝜙0 , 𝑥3). Следовательно, интеграл в форме, аналогичной стандартному формату 

данных для томографической реконструкции, может быть выражен как 

 ∫ 𝑎03(𝑠)	d𝑠
⬚
%KL%,N,O

= 	〈𝑎〉03𝐿A𝜙0 , 𝑥3B. 

Таким образом, для подготовки данных для томографической реконструкции 

нам потребуются как средние значения параметров решетки, так и длины пути луча 

𝐿A𝜙0 , 𝑥3B, которые с легкостью могут быть извлечены из знания геометрии образца. 
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Рисунок 3.31 содержит диаграммы параметра решетки и толщины образца, т.е. 

карты этих параметров от угла поворота (абсцисса) и смещения (ордината). 

Теперь вернемся к подтверждению высказанной выше гипотезы о том, что 

значение параметра решетки, полученное анализом ШУРР, соответствует среднему 

значению параметра решетки на пути прохождения луча. В качестве первого шага 

была внесена коррекция геометрического сдвига пика, обусловленного смещением 

центра тяжести рассеяния в образце по отношению к центру вращения (Рисунок 

3.30).  

Для дальнейшего подтверждения гипотезы был поставлен численный 

эксперимент, в котором задавались различные варианты изменения параметры 

решетки на пути луча, который был разбит на участки размером 0,1×0,1 мм. Для 

каждого элементарного объема вычислялась кривая рассеяния с уширением, 

которое соответствовало ширине на половине максимума пика, полученного на 

калибровочном порошке кремния. Таким образом, эффект дополнительного 

уширения вследствие внутренних микродеформаций в объеме игнорировались. 

Таким образом, рассматривался наихудший случай, поскольку дополнительное 

уширение пика ведет к большему сглаживанию. Задавалась амплитуда изменения 

параметра решетки от -1×10-3 до 1×10-3, соответствующая высокому уровню о.у.д. 

Результаты численных экспериментов показали, что даже в экстремальных 

случаях ступенчатого изменения параметра решетки на пути луча, ошибка 

определения среднего параметра не превышала 5×10-5, т.е. была существенно ниже 

точности, достижимой при интерпретации экспериментальных данных. На 

основании полученного подтверждения гипотезы о среднем значении параметра 

решетки был проведен анализ данных, представленных на Рисунке 3.31 (после 

геометрической коррекции). Рисунок 3.32 показывает сравнение реконструкции 

вертикальной компоненты деформации (в единицах 10-6, часто обозначаемых в 

литературе термином microstrain) между моделью МКЭ и реконструкцией 

экспериментальных данных. Очевидно, что достигнуто качественное согласие 

результатов, а также количественное соответствие диапазонов изменения о.у.д. в 
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сечении образца. Также очевидно, что в обоих случаях наблюдается изменение 

о.у.д. по сечению, соответствующее изгибу «моста». 

 

 

 
Рисунок 3.31 – (вверху) диаграмма толщины образца (длины пути луча), 

(внизу) диаграмма среднего значения параметра решетки [87].  
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Для объяснения различия между этими результатами следует отметить, что 

изготовление «моста» вовлекает спекание порошка оксида циркония при высокой 

температуре и требует достижения начала пластической деформации. При этом 

 
Рисунок 3.32 – (а) Результат модели МКЭ о.у.д. образца «мост» при 

трехточечном изгибе, (b) Результат реконструкции о.у.д. в образце при 

трехточечном изгибе под той же нагрузкой, полученной методом томографии 

упругих деформаций [87].  

Модель МКЭ

Реконструкция о.у.д.
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наблюдается уменьшение линейных размеров до 10%, что несомненно связано с 

возникновением остаточных напряжений, которые внесли свой вклад в 

наблюдаемый результат. 

3.8 Заключение к Разделу 3 

В данном разделе прослежена логика и последовательность развития 

рентгеновских методов совместного анализа структуры и деформаций кристаллов, 

с уделением особого внимания методам на основе использования нейтронных и 

синхротронных лучей. Было показано, как на протяжении четверти века произошел 

переход от макроскопических методов картирования и усреднения полученной 

информации в масштабах миллиметров к использованию высокоразрешающих 

методов, позволяющих получать информацию от объемов вещества нанометровых 

масштабов, т.е. более мелких на шесть порядков линейных размеров. 

 Делается вывод, что произошел качественный рывок в возможностях 

экспериментального исследования деформаций и напряжений, сравнимый, 

пожалуй, лишь с взрывным развитием физики в начале ХХ века. Лишь по 

прошествии почти полувека со времени введения Н.Н. Давиденковым 

классификации внутренних напряжений типов I, II, III (макро, микро, нано) [18] его 

видение стало возможным реализовать на практике. Однако возникающий из 

такого рода объем информации представляет собой огромный вызов для 

интерпретации и применения на практике. Статистические особенности 

неоднородности полей внутренних деформаций и напряжений требуют 

принципиально новых подходов для превращения их знания в новые подходы к 

проектированию и конструированию технологических систем: обработка данных, 

уточнение и подгонка моделей, определение характерных параметров материалов 

требуют дальнейшей скоординированной и направленной работы. В этой связи 

применение методов физически обоснованного машинного обучения (ФОМО) и 

расчетно-экспериментальной корреляции (РЭК) представляются особенно 

многообещающими и привлекательными. 

 Следует отметить также особенности использования больших научных 
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установок (зачастую именуемых в России термином «мегасайнс»). Доступ к такого 

рода установкам всегда ограничен и требует тщательнейшей подготовки в 

«домашней» лаборатории для создания условий успешной экспериментальной 

компании. При этом должно развиваться использование сложных лабораторных 

установок и инструментов, имитирующих или дающих приближение к 

синхротронным экспериментам («synchrotron-like»). Однако следует отметить, что 

чаще всего такие установки не обеспечивают сравнимых условий, и могут служить 

прежде всего целям отбора образцов и уточнения экспериментальных 

конфигураций. 

 В то же время, использование методов микроскопии, прежде всего 

электронно-ионной, позволяет провести структурные исследования образцов. В 

результате таковых оказывается возможным получить комплементарную 

(дополнительную) информацию о структуре и расположении элементов, а также 

ускорить процесс нахождения области интереса и «наведения» луча в ходе 

главного эксперимента на больших научных инструментах. 

 В области анализа внутренних напряжений и деформаций стоит отметить 

также, что методы электронно-ионной микроскопии могут использоваться в тесном 

сочетании и дополнении с методами рентгеновской дифракции. Существуют 

очевидные параллели между рассеянием микрофокусированных рентгеновских 

лучей и рассеянием нанофокусированных электронных пучков на малых объемах 

образца: в обоих случаях могут быть получены картины рассеяния Дебая-Шеррера 

и Лауэ, что позволяет применять в электронной микроскопии подходы 

синхротронной рентгеновской науки, описанные выше. 

 Интересным представляется также полученный результат о зависимости 

малоуглового рассеяния от пространственного распределения электронной 

плотности и механических свойств в наномасштабе, что являет собой 

принципиальное отличие от анализа широкоуглового рассеяния (ШУРР) для 

определения деформаций. Это позволяет получать информацию об изменениях 

локальной плотности электронов, разрывах химических связях и вызванных этим 
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изменениях механических свойств, таких, как модуль Юнга. 

 В данном Разделе также представлены результаты применения вновь 

разработанного метода дифракционной томографии упругих деформаций, и 

продемонстрировано удовлетворительное их соответствие модели МКЭ образца 

при изгибе, что открывает принципиально новые возможности неразрушающего 

анализа НДС в твердых телах произвольно сложной формы. 

Особый интерес для дальнейшего развития методов анализа внутреннего 

напряженного состояния представляет использование фокусированных ионных 

пучков (ФИП). ФИП позволяют проводить малоразрушающую модификацию 

поверхности и контролируемое удаление наноразмерных объемов материала.  

Подробное описание разработанных подходов приведено в следующем Разделе. 
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4 РАЗРАБОТКА И ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МИКРО-КОЛЬЦЕВОГО 

ИОННОГО ТРАВЛЕНИЯ (МКИТ) ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВНУТРЕННИХ 

НАПРЯЖЕНИЙ 

 

 

 

Задача перенесения способа определения остаточных напряжений с помощью 

удаления материала на микро- и нано-масштаб остро назрела к началу XXI века. 

Стало очевидным, что распределения деформаций и напряжений на разных 

масштабах обладают особенностями, которые требуют подробного глубокого 

изучения как с экспериментальной, так и с теоретической точек зрения. Между тем, 

сохранялся во многом метафизический подход к этой проблематике: представления 

о деформационном поведении иерархически структурированных материалов 

развивались во многом на основе умозрительных представлений, поддержанных 

лишь косвенными наблюдениями в макромасштабах, или отрывочных, избыточно 

локализованных картинах, полученных методами просвечивающей электронной 

микроскопии (ПЭМ). Само понятие иерархической классификации и описания 

внутренней структуры материалов требовало определения и уточнения, хотя оно 

было сформулировано несколько позже на основе представлений о доминирующих 

физических законах и их математическом выражении и вычислительных подходах 

к моделированию [88]. 

В этой связи возможно полезно привести несколько высказываний британских 

учёных коллег, которые кажутся уместными в этом контексте: 

   Colin Humphreys (Кембриджский университет):  

   «Материалы – как люди: именно их дефекты (недостатки) делают их для нас 

интересными». 

   George Smith (Оксфордский университет):  

   «Самыми опасными словами в материаловедении является термин 

«представительная микроструктура». 
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Смысл этих высказываний состоит в констатации необходимости совместного 

рассмотрения локальной структуры и свойств материала для получения 

достоверной информации об их поведении, в том числе в процессе деформирования 

– причем это рассмотрение должно учитывать вариативность локальных структур, 

деформационных свойств и напряженно-деформированных состояний. Реальным 

материалам свойственна неоднородность, которая, по сути, синонимична понятию 

структуры и должна учитываться при формулировке выводов и построении 

моделей. Следовательно, микроскопия (получение изображений устройства 

материала) и анализ механических свойств связаны теснейшим способом так, как 

это отразилось в научных трудах Роберта Гука [89]. Неразделимость этих подходов, 

которую требуется применять и в контексте современной исследовательской 

практики, отражена в предложенной автором дисциплине механической 

микроскопии [90], т.е. системе связных подходов к изучению внутреннего 

устройства материалов и их деформационными свойствами. 

Теснейшая взаимосвязь между внутренними напряжениями и разрезанием 

материала задана самим определением. Удаление материала создает новые 

свободные поверхности и тем самым сводит к нулю внутренние усилия, 

передаваемые и поддерживаемые межатомными связями. Это, в свою очередь, 

ведет к перераспределению напряжений и возникновению новых деформаций. Этот 

процесс является наблюдаемым, т.е. может быть фиксирован (измерен) 

экспериментально. В сочетании с адекватной деформационной моделью материала 

этот подход предоставляет способ определения напряжений, существовавших до 

разрезания. В англоязычной литературе эту группу подходов часто неверно 

обозначают термином relaxation methods, что создает некорректные коннотации с 

неупругой деформацией механизмом ползучести (creep), в то время как в 

подавляющем большинстве ситуаций искомoй является упругая деформация 

разгрузки (elastic strain relief). В таком случае моделирование процесса удаления 

материала (material removal) для определения прежних напряжений может 

проведено на основе наиболее простых линейно-упругих моделей, допускающих 
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надежное уточнение с помощью расчетно-экспериментальной корреляции. 

  Методы определения ОН с помощью удаления материала известны с начала 

ХХ века, и связаны с именами Стоуни [27], Закса [28] и Давиденкова [17][18][19]. 

Они достаточно подробно документированы в справочной и учебной литературе 

[21][22]. В контексте исследований, представленных в этой диссертации, важным 

является тот факс, что все эти методы направлены на определение 

макроскопических ОН Типа I по Давиденкову, в то время как целью 

представленных ниже исследований была возможность определения также 

напряжений Типов II, III на микро- и нано-масштабе. 

 Особое место занимает задача определения остаточных напряжений, 

оставшихся в материале после снятия нагрузки вследствие истории его неупругой 

деформации. Идеальный подход к определению остаточных напряжений может 

быть сформулирован так: в исходном (ненапряженном и недеформированном) 

состоянии материала выделяем элементарный объем в форме куба с размерностью, 

соответствующей искомому масштабу определения напряжений, и прослеживаем 

его деформацию на всем пути его эволюции до текущего состояния. Сравнение 

текущей формы этого объема с исходной должно представить нам возможность 

оценки остаточных напряжений. 

 Однако этот подход сталкивается с непреодолимыми трудностями. Во-

первых, невозможно найти состояние образца, которое могло бы быть названо 

исходным в смысле тривиального нулевого НДС (отсутствия деформаций и 

напряжений) – всем известно, что даже при получении начальной заготовки 

отливкой, порошковым спеканием или любым другим способом в материале 

«наводятся» внутренние деформации и напряжения. Во-вторых, даже при знании 

финальной (текущей) формы материала для вычисления остаточных напряжений 

остается необходимость разделения деформации на упругую и неупругую часть. 

 Как же поступить на практике для формулировки и реализации метода 

определения остаточных напряжений с помощью удаления материала? 

Возможному ответу на этот вопрос посвящен данный Раздел. 



 
139  

 

4.1 Формулировка идеи экспериментального метода 

В свете принципиального анализа задачи экспериментального определения 

остаточных напряжений проблема может показаться почти неразрешимой. Однако, 

на помощь приходит следующий обратный подход:  

Выберем контрольный объем в текущем состоянии образца, и постараемся 

разрезкой его материальных связей с окружающим веществом добиться его полной 

упругой разгрузки до ненапряженного состояния (в среднем по объему). Тогда 

разделение на упругие (связанные с напряжением) и неупругие (собственные) 

деформации произойдет естественным образом, а разница между текущим и 

разгруженным состоянием предоставит нам информацию о деформации разгрузки, 

и даст возможность подсчитать требовавшиеся для этого напряжения. 

 Конечно, на пути к практической реализации этой идеи следует ожидать 

целый ряд препятствий и сложных вопросов. Каким способом возможно добиться 

полной разгрузки избранного объема? Каким образом регистрировать его 

формоизменение при упругой деформации? Будет ли полученная информация 

достаточной для восстановления (реконструкции) отдельных компонент тензора 

напряжений? Удастся ли добиться необходимой точности измерения малых 

упругих деформаций, составляющих значительно менее 1%? Выбрав масштаб для 

применения этого подхода размерностью в несколько микрон, каким способом 

получить практическую реализацию метода? 

Под руководством автора был сформулирован, опробован и развит метод 

экспериментального анализа остаточных напряжений на поверхности образцов 

посредством применения двухлучевого электронно-ионного микроскопа, 

получивший в последствие широкое распространение под названием метод Микро-

Кольцевого Ионного Травления (МКИТ; FIB-DIC в англоязычной литературе).  

Идея метода состоит в использовании резки фокусированным ионным лучом 

(ФИП) для получения пошагово углубляемого кольцеобразного отделения 

центральной колонны («островка») материала от окружающего объема на 

поверхности образца. Этот способ создает минимально инвазивные условия для 
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удаления и разгрузки материала. Для измерения деформаций на поверхности 

микро-колонны было предложено использовать метод Корреляции Цифровых 

Изображений (КЦИ; DIC, Digital Image Correlation в англоязычной литературе).  

4.2 Реализация метода микро-кольцевого ионного травления (МКИТ) 

Первые испытания метода МКИТ были проведены по предложению и под 

руководством автора в сотрудничестве с Марко Себастиани в 2008 году [91]. На 

этом начальном этапе главным вопросом являлся выбор геометрии ионного 

травления для удаления материала. Был проведен анализ существующих 

публикаций и рассмотрены варианты геометрии, проиллюстрированные на 

Рисунке 4.1. [92]. На основе анализа был сделан вывод, что методы 

однонаправленного разреза (а), сверления (b) и создания Н-образного выреза (d) 

ведут к лишь частичной разгрузке области поверхности образца, создают 

неоднородное поле деформаций разгрузки и/или оказываются чувствительными 

лишь к некоторым компонентам двумерного напряженного состояния на 

поверхности. В этой связи было принято решение использовать геометрию микро-

кольцевого травления (c). На Рисунке 4.1 показан шаблон из тонкого слоя платины 

с точечными маркерами, нанесенными для создания контраста при определении 

деформации методом КЦИ. Впоследствии, однако, было продемонстрировано, что 

оптимальные результаты могут быть получены методом КЦИ при использовании 

естественного контраста неподготовленной поверхности образца, либо контраста 

поверхности, получаемого легким ионным травлением широкой области для 

создания визуального эффекта «патины». Было также обнаружено, что 

использование регулярной сетки маркеров может приводить к ошибкам 

интерпретации КЦИ («aliasing effect»), которых следует избегать использованием 

неповторяющейся сетки в виде случайного распределения объектов контраста, 

специально нанесенных (например, sunflower pattern) или уже присутствующих на 

поверхности. 
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Предварительный анализ предложенной конфигурации немедленно поднимает ряд 

вопросов о вариантах реализации метода. В случае метода МКИТ (FIB-DIC micro-

ring-core ion milling) было принято решение об использовании для корреляции 

средних значений компонент тензора деформаций на поверхности центральной 

микро-колонны в процессе ионного кольцевого травления окружного надреза 

пошагово увеличиваемой глубины. Это решение предопределило подходы к 

интерпретации данных, построению программного обеспечения, учету 

неоднородности и анизотропии материала, расширению метода для развертки 

остаточных напряжений (ОН) по глубине, и т.д. 

4.2.1 Алгоритмы Корреляции Цифровых Изображений (КЦИ) для анализа 

процесса МКИТ 

Определение значений деформации упругой разгрузки на поверхности микро-

колонны является ключевой операцией, определяющей точность и надежность 

 
Рисунок 4.1 - Обзор геометрических вариантов ионного травления для 

определения остаточных напряжений методом удаления материала [92]. 
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интерпретации результатов. Несмотря на значительное количество коммерческих 

и общедоступных алгоритмов и программного обеспечения, позволяющего 

проводить картирование деформаций методом КЦИ, особенности 

разрабатываемого метода МКИТ потребовали создания специализированного кода.  

 Причинами необходимости такого подхода являются ограничения 

возможности подготовки «идеальной» поверхности для цифрового анализа, дрейф 

изображения, наличие высокого уровня шума и т.д. Кроме того, в соответствии со 

сформулированными основами подхода, контрольным объемом, избранным для 

определения остаточных напряжений с помощью усреднения является объем 

микро-колонны. По этим причинам необходимо добиваться определения средних 

значений деформаций по площади (или под-площади) поверхности микро-колонны 

с точностью не хуже, чем 10-4 по сравнению с ее диаметром. 

 Метод цифровой корреляции изображений был разработан под руководством 

автора в программной среде Matlab с использованием библиотечной функции 

cpcorr() [101][102]. Основными этапами применения ПО являются: 

1. Выбор области интереса, которая должна включать изображение 

поверхности микро-колонны, занимающей не менее 50% и не более 80% поля 

зрения, состоящего из не менее 2000 пикселей вдоль одной стороны; 

2. Проведение первичной «грубой» корреляции для устранения дрейфа или 

случайного «дрожания» поля зрения. 

3. Задание сетки точек корреляции для подробной корреляции в форме 

прямоугольника или эллипса. 

4. Проведение корреляции последовательности изображений. 

5. Анализ шума и устранение выбросов значений («cleaning») 

6. Подгонка и определение наклона прямой зависимости смещения по оси х от 

положения вдоль этой оси (деформации хх); а также для оси у (деформации 

уу). 

7. Вывод результатов в виде значений деформаций в зависимости от шага 

травления. 
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Дальнейшее рассмотрение метода МКИТ по умолчанию означает, что для анализа 

было использовано свободно доступное ПО iStress [102]. Ведутся дальнейшие 

разработки альтернативных подходов для уточнения и ускорения этого этапа 

анализа. 

4.2.2 Численное моделирование процесса кольцевого ионного травления 

 
Предложенный метод определения остаточных напряжений (ОН) представляет 

собой реализацию принципа упругой разгрузки в сочетании с поиском 

соответствия численной модели процесса наблюдаемым величинам. В 

соответствии с этим принципом, первой задачей исследования является численное 

моделирование процесса упругой разгрузки вследствие пошагового кольцевого 

ионного травления (удаления материала). 

Исходная конечно-элементная модель, разработанная для этой цели, 

показана слева на Рисунке 4.2 [91]. В этой модели процесс ионного травления 

предполагался полностью ненарушающим, т.е. осуществляющим удаление 

материала без создания каких-либо дополнительных неупругих (собственных) 

деформаций. Этот процесс был промоделирован в МКЭ с помощью пошагового 

удаления элементов. В зависимости от нормированной глубины травления 

  
Рисунок 4.2 - (а) Осесимметричная модель МКЭ ANSYS (вертикальная ось 

симметрии слева) упругой разгрузки микро-колонны (МКИТ) с фактором 

формы, равным единице. (б) Кривая зависимости среднего значения 

деформации разгрузки от относительной глубины травления МКИТ (h/D). 
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Относительная глубина травления (h/D)
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(отношения глубины к диаметру микро-колонны) исследовался основной параметр, 

соответствующий среднему значению компонент деформаций разгрузки на 

верхней (видимой) поверхности центральной микро-колонны. Кривая разгрузки 

показана на графике справа на Рисунке 4.2. Очевидно, что в случае сжимающих ОН 

деформация разгрузки соответствует расширению (положительна), в то время как 

в случае растягивающих ОН деформация разгрузки соответствует сокращению 

(отрицательна). Если же вместо остаточного напряжения принимать в качестве 

исходного значения остаточные упругие деформации, то при изучении 

изотропного упругого материала получаемые результаты дают полное 

представление обо всех возможных случаях (master curve) вне зависимости от 

модуля упругости Юнга.  

Полученная кривая справа на Рисунке 4.2 показывает, что по отношению к 

исходному остаточному напряженно-деформированному состоянию (ОНДС), 

принятому за нуль в данном случае, разгрузка происходит особенно быстро до 

глубины около 15% диаметра, после чего замедляется и асимптотически 

приближается к финальному значению, соответствующему полной разгрузке. 

Отличие между значением деформации разгрузки и асимптотическом значении 

полной разгрузки при относительной глубине, равной единице, составляет около 

1% и на практике может считаться несущественным. 

 Интересно отметить, что при относительной глубине около 0,37 наблюдается 

максимум кривой разгрузки, который примерно на 12% превышает значение 

полной разгрузки. Если избрать за нуль значение деформации для полностью 

разгруженного материала (0,009 на графике на Рисунке 4.2), то наличие этого 

максимума соответствует смене знака деформации. Причина этого явления, по-

видимому, кроется в неоднородности деформации разгрузки по глубине микро-

колонны, которая имеет слабую зависимость от коэффициента Пуассона. 

Для удобства описания профиля разгрузки и функциональной подгонки 

экспериментальных результатов автором была предложена функция для 

приближенного описания кривой разгрузки: 
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𝑓(𝜍) = PQ
PQ2

= 1.12 R
"SR

w1 + !
"SR#

x,     (4.1) 

т.е. зависимости отношения текущей деформации разгрузки Δ𝜀 при относительной 

глубине травления 𝜍 = ℎ/𝐷 к деформации полной разгрузки Δ𝜀T. Пунктирной 

кривой на Рисунке 4.2 показана полученная подгонкой кривая (4.1). 

 
Более подробное рассмотрение результатов моделирования МКЭ показало, что 

разгрузка происходит неравномерно по радиусу микро-колонны. Распределение 

остаточной упругой деформации по радиусу проиллюстрировано на Рисунке 4.3. В 

ходе дальнейших практических исследований был сделан вывод об ускоренном 

травлении (закруглении) краев микро-колонны, в том числе в силу возможного 

дрейфа фокуса ионного луча в ходе МКИТ. Следовательно, как с 

экспериментальной, так и аналитической точек зрения рационально проводить 

усреднение по площади, определяемой от 60% до 80% радиуса (диаметра) микро-

колонны. 

 
Рисунок 4.3 - Иллюстрация изменения остаточной упругой деформации в 

процессе ионного травления на относительную глубину, заданную параметром 

ℎ/𝐷 [100]. 
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Рисунок 4.4 демонстрирует возможность определения трех компонент 

линейной деформации разгрузки под углами 0º, 45º и 90º к осям изображения СЭМ 

(традиционно горизонтальная ось соответствует быстрому сканированию (ряд 

пикселей), а вертикальная – медленному переходу от ряда к ряду). Измерение трех 

компонент линейной деформации является минимально необходимым для 

определения полного двумерного ОНДС на поверхности образца в терминах двух 

значений главных деформаций и одного угла поворота к главным осям. Уточнение 

результата возможно подгонкой бóльшего числа компонент в зависимости от угла 

на плоскости. 

  
В работе [94] проведено исследование ОНДС описанным способом. Для 

подтверждения верности полученных результатов было проведено сравнение с 

определением тех же компонент деформации методом анализа секторов колец 

Дебая-Шеррера, полученных использованием синхротронного 

микрофокусированного монохроматического рентгеновского луча.  

 

 
Рисунок 4.4 - (а) Определение трех независимых компонент деформации 

разгрузки в средней части поверхности колонны; (b) подгонка функцией (4.1) 

на базе МКЭ. 

Номер изображения

0ºДанные 
45ºДанные 
90ºДанные 

0º МКЭ 
45º МКЭ 
90º МКЭ 
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Рисунок 4.5(а) показывает экспериментальную конфигурацию, Рисунок 

4.5(б) - способ секторального анализа данных 2D пиксельного детектора, и Рисунок 

4.5(в) – сравнение результатов, показывающее отличное соответствие для 

приближения плоского напряженного состояния. Следует отметить, однако, что 

для интерпретации данных МКИТ было использовано предположение об 

осесимметричном НДС, что очевидно не соответствует действительности по 

 a) 

 

б) в)  
Рисунок 4.5 - Совместный анализ (а) методом синхротронной дифракции 

монохроматических рентгеновских лучей методом (б) колец Дебая-

Шеррера. (в) Сравнение результатов для 2D ОНДС с методом МКИТ [94]. 
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результатам исследования. Следовательно, требуется разработка уточненных 

подходов к интерпретации данных для достижения возможности рассмотрения 

более сложных остаточных напряженно-деформированных состояний (ОНДС), 

включая такие, которые могут возникать вследствие неравноосных собственных 

деформаций, зависящих от глубины под поверхностью.  

 
Дальнейшее улучшение и детализация моделирования МКЭ, направленные 

на более углубленный анализ ОНДС на поверхности образца в контексте его 

исследования методом МКИТ, проиллюстрированы на Рисунке 4.6. На Рисунке 

4.6(а) показана полностью трехмерная модель микро-колонны диаметром 𝐷. 

Голубым цветом выделена область модели, в которой производится удаление 

материала до максимальной глубины ℎ = 𝐷, т.е. относительной глубины 

травления, равной единице. С точки зрения вносимого таким образом разрыва 

сплошности эта ситуация топологически эквивалентна рассмотренной автором в 

его диссертации и последующих публикациях [97][98]. Однако, в то время как в 

этих работах для моделирования использовался аналитический аппарат 

обобщенных функций и сингулярных интегральных уравнений (интегралов 

Липшица-Ганкеля), в контексте исследований МКИТ было отдано предпочтение 

применению МКЭ для достижения максимальной гибкости с точки зрения 

 
Рисунок 4.6. (а) 3D моделирование МКИТ МКЭ, (b) общая постановка задачи. 
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сложности структуры и свойств материала (неоднородность, анизотропия, 

пластическое течение, повреждаемость, собственные деформации, и т.д.) 

На Рисунке 4.6(b) показана система правых декартовых координат на 

поверхности образца (ось 𝑧 направлена вглубь образца). Здесь 𝐷 обозначает 

диаметр микро-колонны, а 𝐷U - диаметр окружности, используемой для 

определения средних значений деформации; ℎ и 𝐻 означают текущее и 

максимальное значение глубины травления, а 𝜀NN∗ , 𝜀VV∗  обозначают собственные 

деформации, вводимые в поверхностном слое материала толщиной 𝐻, который 

может иметь свойства, отличные от подложки.  

 
Для получения наиболее общих результатов рассматривались два 

фундаментальных случая: равноосного ОНДС (𝜀NN∗ = 𝜀VV∗ ) и ОНДС чистого сдвига 

(𝜀NN∗ = −	𝜀VV∗ ). Легко видеть, что это соответствует симметричной и 

антисимметричной компонентам декомпозиции общего двумерного НДС. Эта 

декомпозиция возможна всегда, т.е. произвольное НДС может быть представлено 

в виде их суммы, аналогично представлению произвольной функции в виде суммы 

 
Рисунок 4.7 - (a) Функции разгрузки, полученные для равноосного ОНДС (Н) и 

ОНДС чистого сдвига (D), полученные использованием различной радиальной 

пропорции поверхности микро-колонны; (b) Функции чувствительности 

(производной функции разгрузки по отношению к относительной глубине 

травления), построенные для тех же условий. 
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четной и нечетной части.  

На Рисунке 4.7(а) показаны семейства кривых для равноосного ОНДС 

(обозначение 'H’, hydrostatic) и ОНДС чистого сдвига (обозначение ‘D’, deviatoric), 

полученные при разном выборе радиальной пропорции диаметра микро-колонны 

для усреднения. Следует отметить, что наблюдается значительное различие между 

семействами кривых для этих двух случаев, что означает, что неравноосность 

ОНДС должна быть учтена, так как может оказывать значительное влияние на 

интерпретацию данных.   

В силу непригодности единой функции разгрузки (4.1) для описания всех 

вариантов кривых, автором была предложена ее новая функциональная форма [99]: 

𝑓(𝜍) = PQ
PQ2

= 1 − e)JR[1 + 𝑏𝜍 − 𝑐𝜍! + 𝑑𝜍E],    (4.2) 

где по-прежнему 𝜍 = ℎ/𝐷. Форма (4.2), которая может быть названа 

экспоненциально-полиномиальной, составлена так, чтобы удовлетворять всем 

требованиям асимптотического поведения. Как видно из Рисунка 4.7(а), она 

оказывается способной описывать с большой точностью все наблюдаемые 

варианты функций разгрузки, полученные на основе детальных моделей МКЭ. 

Более того, функция (4.2) удобна для дальнейших манипуляций, включая 

дифференцирование и интегрирование.  

 На Рисунке 4.7(b) введено новое понятие, называемое функцией 

чувствительности, определяемой производной от функции разгрузки по 

относительной глубине сверления 𝜍 = ℎ/𝐷. Ее физический смысл состоит в 

изменении (инкременте) деформации разгрузки на поверхности микро-колонны 

вследствие бесконечно малого (или малого, но конечного) увеличения глубины 

кольца травления. Функция чувствительности, соответствующая функции 

разгрузки (4.2), имеет вид: 

𝐹(𝜍) = e)JR[𝑎 − 𝑏 + (2𝑐 + 𝑎𝑏)𝜍 − (3𝑑 + 𝑎𝑐)𝜍! + 𝑎𝑑𝜍E],    (4.3) 

При достижении относительной глубиной сверления единицы, значение функции 

чувствительности приближается к нулю. На примере ОНДС чистого сдвига можно 

выделить несколько диапазонов характерного поведения функции 
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чувствительности: для значений 𝜍 ≲ 0.15 функция чувствительности является 

положительной и монотонно возрастающей; для значений 0.15 ≲ 𝜍 ≲ 0.6 значения 

функции чувствительности спадают, оставаясь положительными, а для 𝜍 ≳ 0.6 

значения являются отрицательными и асимптотически приближаются к нулю.  

 
Рисунок 4.8(а) показывает кривые деформаций разгрузки и их подгонку 

формулой (4.2), а Рисунок 4.8(б) – функции чувствительности (4.3). 

 

 
Рисунок 4.8 - Экспоненциально-полиномиальные представления (а) функции 

разгрузки и (б) функции чувствительности [99]. 
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Введение понятия функции чувствительности делает возможной постановку 

задачи об определения зависимости ОНДС от глубины. 

4.2.3 Определение ОНДС в зависимости от глубины под поверхностью 

методом МКИТ 

Разработанный выше математический аппарат декомпозиции 2Д ОНДС и описания 

приращения деформаций разгрузки в процессе травления методом МКИТ 

позволяет подойти к рассмотрению задачи определения сложного ОНДС в 

зависимости от глубины под поверхностью. Важным аспектом предложенного 

подхода является использование аппарата теории собственных деформаций для 

избежания необходимости решения сложной системы интегральных уравнений, 

применяемых на практике пошагового сверления [30]. 

Важнейшим принципиальным шагом в создании нового подхода к 

определению зависимости ОНДС от глубины является переход от остаточных 

напряжений (зависящих от граничных условий и меняющихся при удалении 

материала) к собственным деформациям, являющимся материальным 

инвариантом. Следует отметить, что традиционный подход к определению 

изменения ОН под поверхностью образца основан на методе интегральных 

представлений Шаджера [30], который также представлен в виде стандарта ASTM 

E837-20. Для вывода уравнений, лежащих в основе этого метода, рассматривается 

процесс пошагового сверления, сопровождающийся постепенным изменением 

остаточных напряжений (разгрузкой) вследствие изменения геометрии материала. 

Это осложняет формулировку, поскольку изменение поверхностных деформаций 

на шаге 𝑛 + 1 сверления должен учитывать всю информацию о предыдущих этапах 

процесса, 1. . 𝑛. Кроме того, поскольку анализ проводится в терминах напряжений, 

необходимо учитывать модуль упругости материала и производить пересчет 

методом МКЭ для каждого нового случая. В отличие от метода Шаджера, 

предлагаемый подход на основе ТСД полностью сформулирован в терминах 

собственных деформаций и остаточных упругих деформаций, и не требует знания 
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модуля материала. В силу инвариантности собственных деформаций (в отсутствие 

дополнительной пластической деформации при разгрузке), определяющие 

уравнения могут быть сформулированы не в интегральной, а в дифференциальной 

форме, что ведет к значительному упрощению процесса интерпретации данных 

эксперимента. 

 
В работе [100] на основе теории собственных деформаций (ТСД) был 

сформулирован следующий подход. Наблюдаемая деформация разгрузки после 

травления на относительную глубину ℎ 𝐷⁄  представляется в виде интеграла по 

относительной глубине 𝑧 𝐷⁄  от собственной деформации 𝜀∗(𝑧): 

 
Рисунок 4.9 - Кривые разгрузки для трех ориентаций (0º, 45º и 90º), различие 

между которыми демонстрирует неравноосный характер ОНДС [99]. 
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𝑒(ℎ 𝐷⁄ ) = ∫ 𝐹 w;
W
x 𝜀∗(𝑧)	d w;

W
x

&
3
X     (4.4)  

В качестве ядра в этом уравнении выступает введенная ранее функция 

чувствительности 𝐹(𝑧 𝐷⁄ ). Дифференцированием обеих сторон и записью 

результатa в дискретной форме получаем формулу, пригодную для определения 

значений собственных деформаций на ряде дискретных глубин, разделенных 

приращением ∆ℎ: 

𝜀∗(ℎ 𝐷⁄ ) =
YZ&4∆&3 [)YZ&3[

∆<
/𝐹 w<

W
x.    (4.5) 

Теперь очевидно, почему предпочтительным является использование диапазона 

глубин, для которых функция чувствительности 𝐹(𝑧 𝐷⁄ ) не меняет знак и далека от 

нуля.  

Первым применением вновь разработанного подхода стала работа [100]. В ней 

была получена «развертка» ОНДС по глубине в трехслойном покрытии 

нанокристаллического нитрида титана TiN, составленного из слоев толщиной в 

1мкм, нанесенных импульсным магнетронным напылением переменным током при 

смещающем напряжении -60В, -50В и -40В, что в свою очередь ведет к изменению 

внутреннего напряженного состояния [24]. Вплоть до глубины свыше 2мкм, было 

достигнуто отличное соответствие результатов МКИТ данным, полученным 

методом рентгеновской дифракции. 

В работе [99] проведено рассмотрение ОНДС в многослойном покрытии 

толщиной 1мкм, состоящем из 20 наноразмерных слоев несмешиваемых металлов 

меди и вольфрама, каждый из которых имеет толщину 50нм. В результате 

применения вновь разработанного подхода была показана неравноосность ОНДС, 

которая отражена в кардинальных различиях между кривыми разгрузки для разных 

ориентаций (Рисунок 4.9). Определение зависимости ОНДС от глубины было 

достигнуто с разрешением лучше, чем 100нм. 
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4.2.4 Учет анизотропии упругих свойств 

 
Приведенные выше изотропные модели деформационной разгрузки в методе 

МКИТ не учитывали зависимость упругих свойств контрольного объема микро-

колонны от ориентации. Между тем известно, что коэффициент анизотропии 

Зинера (3.5) для кубических кристаллов (отношение модулей Юнга монокристалла 

наиболее упругого и наиболее податливого направления) может варьироваться от 

низких значений 1.01 для вольфрама и 1.2 для алюминия до 2.45 для никеля и более. 

В этом случае при равноосном приложенном напряжении упругие деформации 

разгрузки будут различаться в зависимости от направления по отношению к 

решетке кристалла. Правильная интерпретация метода МКИТ в терминах 

напряжений требует использования анизотропной теории упругости. 

 Для получения решения предположим, что ориентация кристаллической 

решетки по отношению к глобальной (лабораторной) системе координат задана 

последовательностью трех поворотов на углы Эйлера (𝜑", Φ,	𝜑!) в стандартной 

нотации Бунге [104]. Матрица, описывающая компоненты вектора 𝒗D после 

поворота осей на угол 𝜑" вокруг оси 𝑥E⬚ имеет вид 

   
Рисунок 4.10 - (а) Схема постановки задачи анизотропного метода МКИТ.  

(б) ОН в поликристалле (абсцисса, мм), определенный методом МКИТ с 

использованием анизотропии (красным) и изотропии (черным пунктиром). 

Точками показана оценка диапазона значений ОН на основе изотропного решения 

для всевозможных ориентаций (95% интервал вероятности). 
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𝑹(𝜑"	)	��������� = �
1 0 0
0 Cos[𝜑"] Sin[𝜑"]
0 −Sin[𝜑"] Cos[𝜑"]

� 
(4.6) 

 

а матрицы для поворота вокруг других координатных осей могут быть получены 

пермутацией. Матрицу 𝑹� для описания поворота на три угла Эйлера получают 

произведением (в обратном порядке): 

𝑹� = 𝑹(𝜑", Φ, 𝜑!	)	����������������� = 𝑹(𝜑!	)	����������. 𝑹(Φ	)	��������. 𝑹(𝜑"	)	��������� (4.7) 

В явном виде матрица 𝑹	�  поворота представления вектора от глобальной к 

локальной системе координат записывается в явном виде как: 

!
Cos[𝜑6]Cos[𝜑7] − Cos[Φ]Sin[𝜑6]Sin[𝜑7] Cos[𝜑7]Sin[𝜑6] + Cos[𝜑6]Cos[Φ]Sin[𝜑7] Sin[𝜑7]Sin[Φ]
−Cos[𝜑7]Cos[Φ]Sin[𝜑6] − Cos[𝜑6]Sin[𝜑7] Cos[𝜑6]Cos[𝑝]Cos[Φ] − Sin[𝜑6]Sin[𝜑7] Cos[𝜑7]Sin[Φ]

Sin[𝜑6]Sin[Φ] −Cos[𝜑6]Sin[Φ] Cos[Φ]
/  

Преобразование представлений тензорных величин (деформаций и напряжений) 

между глобальной и локальной системами координат осуществляются умножением 

на матрицу поворота слева, и справа на транспонированную матрицу поворота, 

например: 

𝝈𝑳��� = 𝑹	� 	𝝈𝑮����		𝑹𝑻���� (4.8) 

Однако для удобства дальнейших манипуляций следует перевести эти 

преобразования в 6-векторные представления Войгта. В работе [103] это сделано с 

помощью ПО символической алгебры Mathematica®, что позволяет избежать 

ошибок при записывании формул и экспортировать результат в формате Фортран 

для включения в код UMAT (User Material subroutine) в среде МКЭ ABAQUS. 

Таким образом была получена формулировка метода МКИТ для 

монокристаллических контрольных объемов известной ориентации. 

 Пожалуй, наиболее интересным является вопрос «определения 

неопределенности» (UQ, uncertainty quantification), которая связана с неизвестной 

анизотропией контрольного объема. Какого рода ошибка определения ОН будет 

получена, если интерпретация данных будет проведена с использованием 

изотропного приближения со средними значениями упругих постоянных (модуля 

Юнга и коэффициента Пуассона)? Ответы на этот вопрос, полученные в работе 
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[103], проиллюстрированы на Рисунке 4.10. Ширина интервала 95% вероятности, 

показанная точечными кривыми, зависит от коэффициента анизотропии Зинера для 

исследуемого материала. 

4.2.5 Учет повреждения поверхности ионным пучком (ионной имплантации) 

 
Важнейшим предположением при использовании метода МКИТ является 

отсутствие дополнительных собственных деформаций в контрольном объеме в 

процессе ионного травления. Для проверки этого постулата было проведено 

исследование [105], в котором в качестве объекта изучения был использован 

кантилевер атомно-силового микроскопа (АСМ), представляющий собой 

достаточно тонкий и гибкий образец, в котором могут быть вызваны значительные 

деформации (отклонения), чувствительные к вносимым в него собственным 

деформациям вследствие ионного травления одной поверхности. Слева на Рисунке 

4.11 показано изображение кантилевера до и после ионного травления, вместе со 

 
Рисунок 4.11 - Слева: СЭМ изображение искривления кантилевера АСМ после 

травления ФИП (вверху), и схематический чертеж объекта (внизу). Справа: 

моделирование механического эффекта ионной имплантации в процессе 

ионного травления МКИТ на основе теории собственных деформаций [105]. 

Направление травления

Микро-
колонна

Ионная
имплантация

Ионный 
луч (Ga+)

Норм. расст. 
от оси !/#



 
158  

 

схемой его геометрических характеристик. С помощью анализа искривления 

кантилевера было определено распределение собственных деформаций по глубине. 

В силу инвариантности собственных деформаций это распределение было затем 

перенесено на модель МКИТ, проиллюстрированную на Рисунке 4.11 справа. Этот 

анализ, в сочетании с ПЭМ исследованиями имплантированных образцов кремния 

[106], позволил сделать вывод о том, что собственные деформации вследствие 

ионной имплантации ФИП проникают на характерную глубину около 30нм (при 

касательном травлении). Полученное сочетание малой глубины слоя материала с 

измененными свойствами с распределением умеренных по величине собственных 

деформаций предоставило доказательство того, что эффект ионной имплантации и 

сопутствующее повреждение кристаллической решетки не оказывают заметного 

влияния на деформацию разгрузки при диаметре микро-колонны МКИТ около 

1мкм или более. 

4.3 Применение МКИТ для анализа остаточных напряжений в различных 

системах 

Сочетание разработанных алгоритмов интерпретации изображений, полученных в 

процессе ионного травления МКИТ, и серии численных моделей, представленных 

выше, позволило провести исследование ряда важных и интересных случаев 

остаточного напряженно-деформированного состояния (ОНДС) в микромасштабах 

для различных материалов естественного и искусственного происхождения. 

4.3.1 Анализ остаточных напряжений в приповерхностных слоях металлов, 

подверженных механической обработке 

Хорошо известно, что механическая обработка поверхности металлов ведет к 

возникновению остаточных напряжений. При этом величина и глубина ОН зависят 

от способа и интенсивности обработки, варьируясь вплоть до предела текучести по 

магнитуде, и от порядка одного микрона до более одного миллиметра по глубине, 

т.е. на три порядка величины. Однако большинство данных о конкретных полях ОН 

являются неполными или косвенными, полученными непрямыми методами оценки 

(например, по изменению микроструктуры). Наиболее подробные данные 
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получены после дробеструйной обработки поверхности методом рентгеновской 

дифракции в сочетании с послойным химическим травлением [107]. Однако 

очевидно, что удаление материала ведет к перераспределению ОН, что должно 

быть учтено при интерпретации результатов измерения. Фундаментальные основы 

рационального подхода к изучению ОН после дробеструйной обработки на основе 

теории собственных деформаций заложены в работе автора [108], в которой 

рассмотрено в том числе отклонение формы прямоугольных и круглых пластин от 

плоской вследствие обработки, и показано, что финальная форма полностью 

определяется двумя моментами (нулевым и первым) распределения собственных 

деформаций по глубине. На этом основании сделан вывод, что лишь измерения 

кривизны или отклонения от плоскости являются недостаточными для 

реконструкции ОН, так как равные интегральные моменты могут соответствовать 

совершенно разным распределениям собственных деформаций. 

 Метод МКИТ, в сочетании с теорией собственных деформаций, составляют 

фундаментальную базу для систематического анализа ОН вследствие 

дробеструйной обработки. На этой основе был показан принцип переносимости 

собственных деформаций между стандартными образцами и деталями сложной 

формы, подвергнутыми дробеструйной обработке при идентичных условиях [109]. 

Также был разработан и применен способ расчета ОН в образцах произвольной 

сложной формы [110] (Рисунок 4.12), в том числе таких, как лопатка авиационного 

двигателя [111] (Рисунок 4.13).  

 Однако наибольший вызов представляет собой определение ОН на малых 

(микронных) глубинах от поверхности образца, остающихся вследствие шлифовки, 

полировки и других финишных операций, которые не поддаются определению 

традиционными способами.  
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Рисунок 4.12 - Иллюстрация метода моделирования ОН с помощью теории 

собственных деформаций в образце с вырезом [110]. 

 
Рисунок 4.13 - Иллюстрация моделирования ОН с помощью распределений 

собственных деформаций применительно к лопатке компрессора [111]. 
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Существует общее представление, что глубина проникновения ОН в образец 

вследствие полировки суспензией частиц с характерным диаметром а 

приблизительно втрое превышает их размер, однако экспериментальное 

подтверждение этого результата отсутствовало. В работе [112] был применен метод 

профилирования ОН по глубине для серии образцов титанового сплава ВТ6 после 

полировки алмазной пастой с частицами разного размера, коллоидной взвесью 

сферических частиц кремнезема, а также электрополировки (Рисунок 4.14). 

Показано, что предположение о троекратном превышении глубины проникновения 

ОН над размером частиц не оправдано, так как экспериментально определенная 

глубина проникновения ОН оказывается сравнимой с диаметром частиц, 

используемых для полировки. Также были получены численные значения ОН 

вследствие финишной обработки. 

 
Рисунок 4.14 - Профиль ОН по глубине от поверхности образца сплава ВТ6 после 

применения различных способов финишной обработки [112]. 
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4.3.2 Анализ остаточных напряжений в образце металлического стекла 

Одним из принципиальных преимуществ метода МКИТ является его 

применимость ко всем материалам вне зависимости от их структуры, в том числе 

аморфным, нанокристаллическим и т.п.  

Демонстрацией этого подхода стал анализ ОН в образцах массивного 

металлического стекла, подвергнутых закалке [113]. Важнейший вклад в 

исследование процессов образования остаточных напряжений в кристаллах и 

аморфных телах был сделан В.Л. Инденбомом [114][115]. На основе подходов 

Инденбома была применена теория собственных деформаций, и получен результат, 

показанный на Рисунке 4.15. 

 

4.3.3 Анализ остаточных напряжений в минерализованных зубных тканях 

(эмаль и дентин) 

Минерализованные зубные ткани, прежде всего дентин и эмаль, являют собой 

чрезвычайно интересный пример создания Природой нанокомпозитных 

материалов с уникальным сочетанием прочности, твердости, трещиностойкости, а 

также отличного сопротивления химическим и термическим нагрузкам. Особо 

 
Рисунок 4.15 – Концептуальная иллюстрация ОН в образце массивного 

металлического стекла [113] (растягивающие напряжения в центре, сжимающие у 

периметра). 
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интересным представляется сочленение эмали с дентином, тканей с разной 

степенью минерализации и контрастом механических свойств [116]. Помимо 

геометрической волнистости поверхности между эмалью и дентином, ведущей к 

образованию градиентного перехода между этими тканями, в работе [116] 

применением метода МКИТ было обнаружено, что по обе стороны интерфейса 

присутствуют значительные остаточные напряжения, помогающие обеспечить 

прочность соединения (Рисунок 4.16). 

 

 
Рисунок 4.16 - Анализ ОН вблизи границы дентин-эмаль методом МКИТ [116]. 

DEJ обозначает границу дентин-эмаль.  

Дентин

Эмаль

Дентин

Эмаль
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4.3.4 Анализ остаточных напряжений в композитных зубных коронках 

(фарфор-оксид циркония) 

Попытки создания природоподобной искусственной замены (протезирования) 

утерянных органов, таких, как зубы, сталкиваются с серьезными препятствиями в 

связи с неспособностью существующих технологий создавать материалы со 

сложной иерархической структурой, обеспечивающей сочетание искомых свойств. 

Одним из достижений стоматологии можно считать разработку коронок на основе 

стабилизированного иттрием оксида циркония, белого прочного материала с 

высокой трещиностойкостью. В силу неприемлемо большой твердости и белизны 

этого материала его применение чаще всего требует покрытия слоем более мягкого 

и природоподобного фарфора, который легко может быть окрашен для достижения 

цветового соответствия оттенку и перламутровости зубов конкретного пациента. 

Однако в клинической практике наблюдалось откалывание фарфорового слоя, 

причина которого была прослежена к возникновению ОН вблизи поверхности 

оксида циркония (вследствие фазового превращения) и понижению 

трещиностойкости фарфора из-за образования пор во время отжига. Эти следствия 

процесса приготовления коронок были подробно исследованы сочетанием метода 

МКИТ с синхротронной микрофокусной рентгеновской дифракцией, ПЭМ и 

комбинаторным рассеянием (Рамана) в работе [117] (Рисунок 4.17).  

 

 
Рисунок 4.17 - Мультимодальный анализ структуры и ОН на границе 

материалов в зубных коронках из фарфора и оксида циркония (YPSZ) [117]. 
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4.3.5 Анализ распределения остаточных напряжений типа II и III в 

поликристаллах  

Поликристаллы металлов и сплавов представляют собой сложнейшую для 

изучения и понимания структуру, играющую центральную роль в технологиях 

современности и будущего. Метод МКИТ открыл беспрецедентные перспективы 

изучения внутренних напряжений в этих материалах, о которых могли лишь 

мечтать Н.Н. Давиденков и его современники и последователи. Однако успешное 

применение метода МКИТ требует подробной практической разработки, 

продолжающейся по сей день. 

В работе [118] было проведено исследование ОН в образце титанового сплава 

ВТ6, подвергнутого лазерной ударной обработке одной поверхности, для которого 

десятилетием ранее был получен профиль ОН по всей толщине образца методом 

синхротронной рентгеновской дифракции, сРД (Рисунок 4.17). Карта дифракции 

обратно рассеянных электронов (ДОРЭ; EBSD) показала, что средний размер зерна 

составил 5мкм. Первая попытка применения МКИТ для картирования ОН привела 

к видимой неудаче: не наблюдалось соответствия результатов профилю, 

полученному методом синхротронной рентгеновской дифракции.  

 

 
Рисунок 4.18 - Карта ДОРЭ и сравнение результатов МКИТ диаметром 10мкм с 

результатами синхротронного рентгеновского анализа [118]. 
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с)  
Рисунок 4.19 - (а) Значения ОН типов I+II+III и (b) расположение маркеров 

на карте ДОРЭ поликристалла. (c) Kривая ОН Tипа I и значения полного ОН, 

определенного методом МКИТ (маркеры) [119]. 
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В ходе дальнейших исследований было выяснено, что причиной 

несоответствия стала значительная величина ОН типов II+III по сравнению с 

искомым ОН типа I, не позволяющая добиться соответствия. Был сделан вывод о 

необходимости увеличения диаметра МКИТ для получения лучшего усреднения 

ОН в контрольном объеме, что и позволило получить желаемое схождение 

результатов двух независимых методов, проиллюстрированное на Рисунке 4.18. 

Наблюдения, сделанные в ходе этого исследования, нужно считать 

основополагающими для дальнейшего анализа систем ОН в поликристаллах, 

имеющих сложный иерархический и статистический характер. Повышенная 

вариативность при определении ОН в микромасштабе не является следствием 

избыточной погрешности измерения, а неотъемлемым свойством усредняемых 

b)  
 

 
Рисунок 4.20 - Гауссовы кривые распределения ОН типов II+III методом 

МКИТ и два варианта подгонки на основе конечно-элементной модели 

пластичности кристаллов (КЭМПК) [119]. 
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значений: чем более локально рассматривается напряжение или деформация, тем 

больше их диапазон изменения по определению, так как переход на более крупный, 

грубый масштаб рассмотрения связан с усреднением, а следовательно, со 

сглаживанием. 

Еще более подробный анализ многомасштабных распределений деформаций 

и ОН был проведен в дальнейших работах [119][120]. В работе [119] была 

рассмотрена балка алюминиевого сплава, подвергнутая пластическому изгибу и 

последующей разгрузке, вследствие чего в ней были наведены поля ОН типов 

I+II+III. На Рисунке 4.19(b) показана карта ДОРЭ микроструктуры поликристалла 

на которой арабскими цифрами помечены индивидуальные маркеры МКИТ, а на 

Рисунке 4.19(а) показаны полученные значения ОН типов I+II+III, которые 

соотнесены цветом и римскими цифрами с отдельными зернами. 

На Рисунке 4.19(с) черной сплошной кривой показан профиль ОН типа I, 

полученный континуальным моделированием и валидацией упругопластической 

деформации образца при изгибе, а пунктирные кривые обозначают верхний и 

нижний пределы вариации ОН. 

 Кластер маркеров в левой части кривой соответствует измерениям, 

показанным в левой части рисунка, а голубая Гауссова кривая – статистическому 

распределению значений ОН типов II+III вокруг среднего ОН типа I. Таким 

образом, по-видимому впервые, экспериментально была получена информация о 

характере статистической вариации локальных напряжений в поликристалле. 

В дополнение к этим экспериментальным данным, в работе [119] был 

проведен анализ распределения ОН типов II+III вокруг среднего ОН типа I методом 

конечно-элементного моделирования пластичности кристаллов (КЭМПК). Из 

Рисунка 4.20 явствует, что как экспериментальные, так и модельные ОН типов 

II+III хорошо описываются Гауссовыми кривыми. Тем не менее, в ходе работы не 

удалось добиться соответствия ширины распределения для модели и наблюдений, 

что обуславливает необходимость дальнейшего уточнения подходов к 

моделированию поведения поликристаллов при деформации. Этой теме посвящен 
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следующий раздел.   

4.4 Заключение к Разделу 4 

За менее чем два десятилетия с момента его введения в широкое употребление в 

исследовательской среде, метод микро-кольцевого ионного травления (МКИТ) 

прошел период активного развития от первичных попыток и приблизительных 

результатов до высокой степени пре-стандартизации и детализации. Были 

показаны возможности достижения латерального (бокового) разрешения лучше, 

чем 1 мкм, и разрешения по глубине менее 100 нм. Метод был применен к тонким 

покрытиям, монокристаллам и поликристаллическим образцам, 

микроэлектронным компонентам, 3Д напечатанным объектам, деталям 

авиадвигателя, зубной эмали и материалам искусственных коронок, и многим 

другим объектам изучения. 

 Созданный новый инструментальный подход открыл возможность 

численного определения внутренних напряжений всех масштабов и типов для 

изучения сложных иерархически структурированных материалов.  

 Важным достоинством метода является относительно высокая доступность, 

позволяющая сбор больших данных для моделей машинного обучения и ускорения 

точности и скорости предсказательных расчетов. Важна также возможность 

использования МКИТ для верификации моделей сложного деформационного 

поведения, которым посвящен следующий раздел настоящей работы.  
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5 ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВНУТРЕННИХ 

НАПРЯЖЕНИЙ В ПОЛИКРИСТАЛЛАХ 

 

 

 

Численное моделирование деформационных свойств поликристаллов - одна из 

наиболее важных задач теории механики твердых тел. Невозможно переоценить 

значение создания условий для повсеместной доступности решения такого класса 

задач для приложений в многочисленных современных технологиях и будущих 

инженерных разработок. 

 В настоящем разделе приводятся результаты использования численных 

моделей различного масштаба, созданные на основе разных физических принципов 

и математических описаний. 

5.1 О необходимости многомасштабного моделирования поликристаллов на 

примере Аддитивного Производства Металлов (АПМ) 

Быстрое развитие Аддитивного Производства Металлов (АПМ) открывает 

беспрецедентные возможности соединения ряда цифровых методов в единую 

технологическую цепочку: разработка цифровых геометрически- механических и 

технологически-производственных моделей деталей и узлов машин – цифровое 

аддитивное производство – микроструктурно-микромеханическая и прочностно-

статистическая характеризация продуктов. Предсказательная достоверность 

численных моделей позволит не только добиться повторяемости производства и 

обеспечить надежность служебных свойств, но составит надежную основу для 

сертификации АПМ для внедрения в серийное производство. 

Суть АПМ состоит в совместной доставке материала и энергии в 

элементарный рабочий объем, расположенный в избранном месте заготовки, 

сопровождающейся размягчением (плавлением) и затвердеванием для получения 

твердого тела. На основе этого представления возможна примерная классификация 
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способов АПМ, показанная в Таблице 5.1. В таблицу намеренно не включены такие 

методы, как binder jetting или metal plastic moulding, которые используют бóльшую 

тепловую пластичность формоизменения связующего (клея или полимера) для 

создания заготовки желаемой формы, с последующим удалением связующего 

растворением или выплавлением, и консолидацией и отжигом металлической 

детали.   

Таблица 5.1. Примерная классификация методов АПМ 

 Лазер Электронный луч Дуга/ Магнетрон Спрей 

Порошок SLM EBAM DED Cold spray 

Проволока WLAM WEBAM WAAM AWS 

Газ ALD EBPVD PVD, PACVD PS 

 

Очевидной особенностью АПМ является зависимость локальной микроструктуры 

и свойств материала по всему объему заготовки от его сложной термомеханической 

истории. На ранних этапах развития АПМ контроль за свойствами (прежде всего, 

прочностными) был отодвинут в сторону в погоне за достижением возможностей 

достоверного воспроизведения геометрии, заданной 3Д моделью – этот подход с 

некоторым пренебрежением назывался коллегами «шейпизм» («shapism», англ.). 

Со временем стало очевидно, что серьезное использование АПМ в инженерных 

приложениях требует перенесения акцента, а именно, формулировки и применения 

подхода, который может быть назван «прочнизм». Как обеспечить достоверную 

прочность деталей, получаемых АПМ? 

 Для достижения этой цели потребуется сочетанное применение ряда 

моделей, соответствующих структурным уровням организации материала: атомно-

молекулярному, дефекто-кристаллическому и зернограничному, 

поликристаллическому и континуальному [88]. Более того, совместная 

оптимизация процесса производства и служебных свойств детали требует 

итеративного, уточняющего подхода, который по предложению автора может быть 

назван Системой Менеджмента Аддитивного Производства (СМАП). В силу 
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высокой ресурсонагруженности вычислительного моделирования на каждом 

уровне реализация этого подхода требует разработки и внедрения методов 

Физически Обоснованного Машинного Обучения (ФОМО) для ускорения расчетов 

при сохранении надежности предсказаний. 

 Значительный задел, сделанный в этой области автором и другими учеными, 

представлен ниже в данном Разделе. 

5.2 Основы многомасштабного моделирования деформации 

поликристаллов 

Согласно парадигме иерархически структурированных материалов [88], 

архитектурные уровни организации материалов и их описания обусловлены не 

произвольным выбором размеров изучаемых объемов, связанным с единицами 

измерения (нанометры, микрометры, миллиметры, метры), а принципиальными 

различиями в определяющих физико-механических процессах, законах и 

формализмах их математического описания. Например, для рассмотрения 

межатомных сил необходимо учитывать потенциалы химических связей, пути 

достижения равновесия и образующиеся кристаллические структуры. Этим 

аспектам моделирования посвящено применение DFT (density functional theory) и 

других первопринципных расчетных методов, а также методов молекулярной 

динамики (molecular dynamics; MD). Однако на сегодняшний день максимальные 

масштабы длин и времен, доступные для таких расчетов, ограничиваются 

несколькими сотнями нанометров и наносекунд, что делает невозможным расчет 

деформации даже отдельных зерен в поликристаллах, имеющих характерный 

размер в несколько десятков микрометров, т.е. т.е. на два порядка больше по 

размеру [121]. 

 Для описания деформации кристаллов и поликристаллов используются 

континуальные и дискретные модели дислокаций, которые играют роль 

одновременно источников собственных деформаций (strain nuclei) и медиаторов 

пластической деформации, проходят структурную самоорганизацию, которая 

предопределяет деформационное упрочнение. 
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 Однако для полномасштабного моделирования деформационного поведения 

поликристаллов при сложных термомеханических нагрузках, метод конечных 

элементов (МКЭ) остается основным инструментом, позволяющим описывать 

объекты практически любой степени геометрической сложности. При этом учет 

особенностей деформации на более мелких уровнях может быть достигнут в 

рамках подхода конечно-элементного моделирования пластичности кристаллов 

(КЭМПК), который детально представлен ниже в данном Разделе. 

5.3 Молекулярная динамика 

Молекулярная Динамика (MД) представляет собой способ численного 

моделирования ансамбля атомов, взаимодействующих согласно заданным 

потенциалам (силам). Эволюция ансамбля во времени определяется 

интегрированием уравнений движения динамики Гамильтона, в рамках которой 

состояние системы из 𝑁 частиц описывается совокупностью обобщенных 

координат и импульсов (𝑞, 𝑝) = (𝑞0 , 𝑝0), 𝑖 = 1,2. . 𝑁. [122]. При этом классическая 

(не квантовая) динамика может быть применена, если длина волны де Бройля для 

рассматриваемой частицы намного короче, чем характерное расстояние между 

частицами, что соблюдается для всех металлов.  Динамические функции 𝑏(𝑞, 𝑝) 

позволяют определять различные макроскопические и локальные свойства 

системы, такие, как температура, давление, внутренние силы и напряжения. МД 

позволяет предсказывать формирование структуры, образование и взаимодействие 

дефектов (вакансий, дислокаций, границ зерен) и поведение при деформации для 

достаточно малых размеров и времен, как указано выше.  

На Рисунке 5.1 показана иллюстрация модели МД для кремнезема SiO2, 

простейшего и наиболее важного аморфного материала, составляющего основу 

большого семейства неорганических стекол [123]. В отсутствие дефектов стекло 

традиционно считается однородным и изотропным материалом на инженерных 

масштабах длины, превосходящих малые доли миллиметра. Между тем, Рисунок 

5.1 показывает, что в (суб)нанометровом масштабе стекло (силика) состоит из 

тетраэдров со стороной 𝑡 = 2.62Å из четырех атомов кислорода с атомом кремния 
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в центре, которые соединяются между собой так называемым «мостиком 

кислорода» («bridging oxygen»).  

 
В исследовании [123] интерес представляло деформационное поведение 

образца аморфного кремнезема, которое также было изучено экспериментально с 

помощью рентгеновского определения функции парного распределения (X-ray pair 

distribution function; XPDF) (Рисунок 5.2,a). При заданной глобальной упругой 

деформации локальные деформации могли оцениваться (Рисунок 5.2,b,c,d) по 

изменению расстояний между атомами первой, второй и т.д. координационных 

сфер. На Рисунке 5.2(е) показано изменение коэффициента локализации 

деформации 𝛽5 (отношения локальной к глобальной деформации для 

координационной сферы 𝑘) в зависимости от межатомного расстояния. Легко 

видеть, что для расстояний менее чем три размера стороны тетраэдра (𝑡~2.6Å) 

локальная деформация оказывается значительно меньше глобальной – увеличение 

длины связей не наблюдается. Для диапазона расстояний 3𝑡 − 6𝑡 происходит 

постепенное увеличение коэффициента локализации деформации 𝛽5, а для 

межатомных расстояний превосходящих 6𝑡 коэффициент локализации 

деформации достигает единицы. На Рисунке 5.2(е) соответствующие диапазоны 

расстояний помечены рамками с подписями SRO, MRO, LRO (short range order, 

medium range order, long range order), для ближнего, среднего и дальнего порядков.  

  
Рисунок 5.1 - МД-модель кремнезема (красным показан атом кислорода, 

желтым - кремния) [123]. 

Мостик 
кислорода
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e)  
Рисунок 5.2 - (а) Функция парного распределения (XPDF) и (b),(c),(d) 

определение отношения локальной/глобальной деформации (е) межатомного 

расстояния (SRO, short range order – ближний порядок, MRO, medium range 

order – средний порядок, LRO, long range order – дальний порядок [123]. 
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 Чем же может объясняться такое различие в деформационном поведении 

материала на разных масштабах? Какие структурные элементы определяют 

переход между SRO, MRO, и LRO? С помощью МД были получены модели 

деформации аморфного стекла кремнезема, показавшие, что наряду с растяжением 

связей Si-O, в локальную деформацию вносит значительный вклад изменение 

формы петель из 6, 7, и 8 тетраэдров, связанное с изменением угла между этими 

связями в «мостике кислорода» (Рисунок 5.1). 

 Таким образом, в работе [123] было впервые продемонстрировано, что 

совместное использование (корреляция) моделей МД и анализа рентгеновского 

рассеяния позволяет находить ответы на сложные вопросы о неоднородности 

деформаций для аморфных материалов вплоть до субнанометровых масштабов. 

 Анализ деформационного поведения кристаллических материалов имеет 

смысл начать с рассмотрения монокристаллов, для которых становится возможным 

наблюдать переход от однородного к неоднородному деформированию вследствие 

возникновения дефектов решетки (прежде всего, дислокаций) и образования 

несплошностей и разрывов (трещин). 

 В этой связи возникают интересные вопросы сопрягаемости молекулярно-

динамического описания концентраторов деформаций с их сингулярными 

представлениями в континуальной теории упругости, ведь межатомные силы при 

молекулярном описании должны оставаться конечными, а расстояния не могут 

быть бесконечно малыми, т.к. должны превышать длину связи, чтобы сделать 

возможным определение деформации. В этой связи автором была предложена 

концепция несингулярной теории разрушения [124], которая может допускать 

валидацию посредством сравнения с экспериментом с атомным разрешением, или 

с численной моделью МД. 
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 Для подробного анализа НДС вокруг дислокаций и в окрестности кончика 

трещины была использована МД модель монокристалла кремния [125]. На Рисунке 

5.3 показаны поля сдвиговых напряжений в окрестности кончика трещины, 

связанные с образованием и движением дислокаций. Видимыми также оказывается 

закругление у кончика трещины, а также остаточные филаменты, связывающие ее 

    
Рисунок 5.3 - МД модели: (вверху) Tрещины в кристалле Si. (внизу слева) 

Кончика трещины Si. [125] (внизу справа) Поликристалла Pd (ГЦК) [126]. 
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берега. Дальнейшая работа продолжается в части интерпретации результатов для 

кремния, а также для рассмотрения моно- и би-кристаллов железа, и влияния 

водорода на деформационное поведение внутренних областей зерен и их границ 

[125]. 

 В качестве дальнейшего примера МД моделирования деформации вязких 

поликристаллов металлов из опубликованной литературы, внизу справа на Рисунке 

5.3 показана модель деформации поликристалла палладия Pd [126]. На этот раз 

представлены значения деформаций расширения и сдвига (объемные и 

девиаторные части деформаций), связанные с границами зерен и внутренними 

дислокациями винтового и краевого типов. Целью работы [126] было не только 

построить МД модель деформации, но также разработать и применить пост-

процессор результатов для симуляции изменения диаграмм рентгеновского 

рассеяния поликристаллов вследствие присутствия и движения дефектов решетки 

(см. также [63]). 

 Из анализа литературы и работ автора очевидно, что МД моделирование 

являет собой весьма ценный инструмент в арсенале методов анализа 

деформационного поведения аморфных материалов и (поли)кристаллов, позволяет 

подробно рассматривать наномеханические процессы и извлекать описания 

взаимозависимостей между структурой и локальным НДС. Эти взаимозависимости 

могут быть использованы на более грубых (крупных) структурных уровнях 

описания, например, с помощью континуальных или дискретных распределений 

дислокаций. 

5.4 Моделирование механики (поли)кристаллов с использованием «ядер 

деформации» 

ОНДС в кристаллах возможно рассматривать на основе распределений источников 

деформаций (собственных деформаций) [7], которые могут представляться 0D 

(точечными), 1D (линейными), 2D (поверхностными) или 3D распределениями. 

Мура [14] приводит выражения сингулярных функций Грина 

(сосредоточенных сил) для случаев изотропного и анизотропного бесконечных 
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трехмерных континуумов, на основе которых получены выражения решений для 

точечных собственных деформаций (2.30)-(2.32). В принципе, эти решения могут 

быть использованы в качестве ядер интегральных выражений для ОНДС, 

создаваемых линейными, поверхностными и объемными источниками 

деформаций. 

 
На практике решения для 2Д и 3Д распределений чаще всего записывают в 

виде потенциалов Галеркина, Гельмгольца, Папковича-Нейбера. Таким способом 

были получены решения задач об осесимметричных дислокациях и трещинах 

[97][98]. [127]. Особое место занимают решения об эллипсоидных включениях и 

неоднородностях Эшелби [12][14][127], которые в силу их аналитической формы 

могут служить основой для рассмотрения широкого класса задач о включениях, 

композитах и поликристаллах (см. ниже). На Рисунке 5.4. показана иллюстрация 

формы эллипсоида с полуосями 𝑎", 𝑎!, 𝑎E, которые традиционно перечисляются в 

порядке невозрастающей величины, 𝑎" ≥ 𝑎! ≥ 𝑎E. 

Выбор геометрических параметров эллипсоида позволяет получать 

следующие варианты решений: 

• 𝑎" = 𝑎! = 𝑎E – сферическое включение 

• 𝑎" > 𝑎! = 𝑎E – вытянутый сфероид 

• 𝑎" = 𝑎! > 𝑎E – сплющенный сфероид 

 
Рисунок 5.4 - Иллюстрация эллипсоида Эшелби [127]. 
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• 𝑎" ≫ 𝑎!, 𝑎E – включение в виде цилиндрического волокна эллиптического или 

круглого (𝑎! = 𝑎E) сечения 

• 𝑎", 𝑎! ≫ 𝑎E – включение в виде эллиптической или круглой (𝑎" = 𝑎!) 

поверхности или трещины 

Использование потенциалов Папковича-Нейбера допускает обобщение решений 

для неоднородных материалов, например, случай осесимметричного включения в 

одном из двух идеально соединенных полупространств с различными свойствами 

[128]. 

 В моделировании механики (поли)кристаллов металлов особую роль играют 

дислокации, как источники («ядра») ОНДС и ключевые объекты, обеспечивающие 

пластическое течение. 

5.4.1 Равновесие непрерывных распределений дислокаций 

Математические методы определения равновесного распределения дислокаций 

для представления полей деформации в окрестности трещин сыграла значительную 

роль в развитии теории разрушения. В работах Б. Билби, Дж. Эшелби, Ф. Эрдогана 

были получены решения двумерных задач о равновесных распределениях 

дислокаций вдоль одномерного контура трещины [12]. Работа Д.С. Дагдейла [129], 

получившая широкое физическое толкование в статье Г.И. Баренблата [130], а 

затем и в так называемой теории Билби-Коттрелла-Свиндена [131], подготовили 

основы обобщения теории разрушения Гриффитса-Инглиса на случай 

ограниченного пластического течения у кончика трещины, явившийся первым 

шагом к созданию теории упругопластического разрушения вязких материалов. 

Задача о полосах сдвига и зонах когезии также привлекла интерес автора и была 

решена с помощью метода гиперсингулярных интегралов [132]. Следует отметить, 

однако, что математические выкладки для решения задач о распределенных 

дислокациях были сделаны для двумерных задач (плоского напряженного или 

плоского деформированного состояния), оставляя тем самым необходимость 

обобщения на трехмерный случай. Начало работ по применению потенциалов 

Папковича-Нейбера для решения задач о трещинах имеет более чем полувековую 
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историю [133]. Они послужили важной цели доказательного обобщения двумерных 

представлений теории разрушения на более сложный и практически важный 

трехмерный случай. 

На основе представленной ретроспективы можно заключить, что 1Д источники 

собственных деформаций (дислокации), являющиеся, пожалуй, наиболее широко 

исследованным и важным случаем, имеют фундаментальное значение для 

моделирования растрескивания и пластической деформации. Референтным 

печатным трудом по этой теме является опубликованная в 1996 г. книга, 

написанная в соавторстве с Д.А. Хиллзом, П.А. Келли и Д.Н. Даем[134], в которой 

рассматриваются как двумерные, так и трехмерные задачи, а также случаи трещин, 

лежащих на границе двух сред, и некоторые другие основные задачи. Следует 

также упомянуть книгу Дж. Веертмана, посвященную анализу механики 

разрушений на основе дислокационных моделей [135].  

Возможность обобщения метода распределенных дислокаций для учета 

пластичности у кончика трещины была рассмотрена Д.К. Маккелларом в его 

диссертации в 2001 г. [136]. Несмотря на важность и потенциальную полезность 

такого подхода для задач, например, для задач о закрытии трещин, метод 2Д 

распределенных дислокаций не получил значительного дальнейшего развития. 

Причиной этого по-видимому являются ограниченные преимущества, 

предоставляемые этим методом при решении задач о 2Д или 3Д распределениях 

источников собственных деформаций, для которых предпочтительными с точки 

зрения гибкости и эффективности вычислений являются конечно-элементные 

модели на основе псевдо-термических деформаций, как это было показано в 

работах [137][138]. 

5.4.2 Дискретная динамика дислокаций 

Особый интерес представляет задача моделирования поведения дискретных 

дислокаций в процессе приложения и снятия внешних напряжений, поскольку этот 

подход открывает возможность описания их динамического поведения, 

самоорганизации, и роли в создании внутренних полей остаточных деформаций и 
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напряжений в микромасштабе. 

 Ключевой работой в этой области можно считать [139], в которой впервые 

была показана возможность использования простой 2Д модели упругих полей в 

окрестности отдельной дислокации, в сочетании с простыми предположении о 

динамике движения дислокаций в полях сил Пича-Келлера, для получения 

представлений о их перераспределении и эволюции внутренних НДС. Несмотря на 

то, что модель может быть подвергнута критике в силу избыточного упрощения 

геометрии систем скольжения в металлах, основополагающая структура уравнений 

сохраняет свою применимость при дальнейших обобщениях [36], в том числе на 

сложные трехмерные случаи [140]. Однако недостатком такой 3Д модели динамики 

дискретных дислокаций (ДДД) можно считать большую потребность в 

компьютерных ресурсах и необходимость калибровки (подстраивания) большого 

количества параметров для достижения соответствия наблюдениям. 

 
Автором был предложен вариант подхода к моделированию динамики 

дислокаций для случая металлов с ГЦК решеткой, который (с некоторой натяжкой) 

можно назвать 2.5-мерным, так как он рассматривает эволюцию структуры 

дискретных дислокаций на одной плоскости, но учитывает трехмерную 

ориентацию этой плоскости по отношению к кристаллической решетке и 

 
Рисунок 5.5 - Иллюстрация 2,5-мерной модели дискретных дислокаций [141]. 
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связанным с ней системам скольжения [141]. Идея метода проиллюстрирована на 

Рисунке 5.5. Рассматривается избранная плоскость (поверхность или сечение) в 

монокристалле с ГЦК решеткой, для которой, как известно, системы скольжения 

определяются одной из четырех октаэдрических плотно упакованных плоскостей 

типа (111), и тремя из шести плотно упакованных направлений типа <110>, 

лежащих в этой плоскости. В зависимости от ориентации избранной плоскости на 

ней образуются «следы» плоскостей скольжения, определяемые проекцией 

векторов Бюргерса 𝑏 (векторным произведением нормалей к плоскости скольжения 

и к плоскости рассмотрения). В зависимости от приложенного напряжения 

вычисляются проекции сдвиговых напряжений, действующих вдоль следа, и 

рассматривается движение отдельных дислокаций под действием этих 

напряжений. 

 Предполагается, что скольжение дислокаций подчиняется динамике 

Ньютона, т.е. их скорость описывается уравнением: 

,     (5.1) 

где 𝑓 обозначает приложенную силу (проекцию силы Пича-Келлера), а 𝑓UY&0&` 

– силу сопротивления решетки движению дислокации. Часто предполагается, что 

инерцией (массой) дислокации можно пренебречь, подразумевая, что система 

всегда находится в квазиравновесном состоянии, так, что: 

.      (5.2) 

Далее предполагается, что движение дислокаций вязкое в связи с 

испусканием фононов, и что сила сопротивления может быть записана в форме: 

.      (5.3) 

В этом случае скорость движения дислокации может быть записана в виде: 

.     (5.4) 

Здесь 𝜏 обозначает проекцию приложенного напряжения на направление 

скольжения, а 𝜏̃ представляет собой влияние упругих полей других дислокаций. По 

мере увеличения приложенного напряжения дислокации могут возникать (парами, 

resistffvm -=!

resistff =

Bvfresist =

v = (τ + !τ )b / B
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вследствие действия источников Франка-Рида), двигаться и взаимодействовать, в 

том числе создавая стабильные, самоуравновешенные конфигурации («замки») и 

поля напряжений, в том числе остаточных, которые сохраняются после разгрузки. 

 

 
На Рисунке 5.6 показан этап нагружения модели в виде квадратного участка 

площадью 3х3 мкм. Двумя точками разных цветов (черный, красный, зеленый, 

синий) показаны источники Франка-Рида, способные испускать пары дислокаций 

при нагружении в случае превышения порогового значения. Очевидно, что из 

четырех возможных «следов» плоскостей скольжения активность наблюдается 

 
 

Рисунок 5.6 - Иллюстрация этапа нагружения 2,5-мерной модели ДДД [141]. 

Двойными точками обозначены источники Франка-Рида, разными цветами 

– точки пересечения с плоскостью модели дислокаций, скользящих по одной из 

четырех плоскостей. Линейные размеры области моделирования указаны в 

мкм. 
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лишь на трех, в силу влияния взаимной ориентации плоскости модели и 

направления растяжения (горизонтального на картинке), т.е. модель включает учет 

ориентации зерна. Следует также отметить образование скоплений дислокаций у 

границ зерна. 

 
 На Рисунке 5.7 показана зависимость кривой течения, полученной из модели 

ДДД [141] от размера области рассмотрения. Было показано, что зависимость 

значения напряжения для данного значения деформации от размера согласуется с 

законом Холла-Петча для зависимости напряжения течения 𝜎a6Xb от размера зерна 

𝑑, т.е. 

 .     (5.5) 

На Рисунке 5.8 показана эволюция деформации ДДД модели кристалла при 

циклическом нагружении с заданным диапазоном напряжений, а именно, 

изменение значений деформации при максимальной и минимальной нагрузке, и 

вид гистерезиса в зависимости от номера цикла нагружения.  

1/ 2
0flow kds s -= +

 
Рисунок 5.7 - Зависимость кривой течения модели ДДД от размера зерна [141]. 
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Рисунок 5.8 - Эволюция деформации кристалла при циклическом нагружении. 

Вверху: изменение амплитуды полной деформации при постоянном диапазоне 

напряжений. Внизу: кривые напряжение-деформации для циклов 1-4 [141]. 
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Таким образом, в работе [141] было показано, что 2,5-мерная модель ДДД 

позволяет качественно воспроизвести целый ряд особенностей деформирования 

кристаллов: образование внутренних дислокационных структур и связанного с 

ними ОНДС, зависимость от размера зерна, циклическое упрочнение, и 

зависимость от ориентации зерна по отношению к направлению нагружения. 

На взгляд автора, на этом полезность таких моделей во многом заканчивается, 

так как получение гибких, количественно-предсказательных и достоверных 

моделей представляется затруднительным. 

5.5 Самосогласованное моделирование деформации композитов и 

поликристаллов 

Исключительная степень применимости решения Эшелби [12] обусловлена тем, 

что оно дает прямое выражение взаимосвязи между макроскопически 

приложенным напряжением вдали от эллипсоидного включения и его внутренним 

деформированным состоянием. Следовательно, возможным оказывается 

рассмотрение не только упругой, но и упругопластической деформации на уровне 

отдельных «зерен», представленных эллипсоидами Эшелби, каждый из которых 

может соответствовать целому классу (группе) кристаллитов определенной 

ориентации. На этой основе была сформулирована модель Хатчинсона [13] для 

статической упругопластической деформации поликристаллов с ГЦК структурой. 

Эта модель была применена, например, в работе B. Claussen et al. [142]. Недавно 

самосогласованная модель деформаций поликристаллов была подробно 

представлена в монографии [143] для случая вязкоупругого поведения. 

 Кратко сформулированная суть подхода состоит в следующем. Модель 

составлена из 𝑁 компонент, определенных ориентацией решетки. Каждой 

компоненте модели соответствует включение в виде эллипсоида внутри 

бесконечной континуальной среды со свойствами, определяемыми совокупностью 

всех остальных компонент модели. Для решения инкрементальной задачи о 

приращении упругопластических деформаций данной компоненты, на каждом 

шаге нагружения используются прежде полученные мгновенные свойства 
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компонент с предыдущего этапа модели. 

 
Тензор градиента деформаций 𝑭 всегда может быть представлен в виде 

мультипликативной декомпозиции его упругой и пластической частей (Рисунок 

5.9):  

																																																																						𝑭 = 𝑭#𝑭c            (5.6) 

Следует отметить, что для удобства часть 𝑭# включает в себя как упругую 

деформацию, так и вращение материала, как твердого тела. Пластическая 

деформация сдвига 𝛾B происходит посредством кристаллического скольжения в 

системе 𝛼. Полный градиент пластической деформации представляется 

выражением 

																																																							𝑭c = 𝑰 + (𝒔B𝒏Bd)𝛾B,                               (5.7) 

где подразумевается суммирование по всем активным системам скольжения 𝛼, 𝑰 

обозначает единичный тензор, а 𝒔B и 𝒏B обозначают два взаимно 

перпендикулярных вектора направления и нормали к плоскости скольжения, 

соответственно. Скорость приращения напряжения с учетом пластического 

скольжения представлена уравнением  

																													𝝈̇ = 𝑪:𝑫 − 𝝈tr(𝑫) − 𝛀𝝈 + 𝝈𝛀 − ∑ (𝑪: 𝑷B + 𝛽B)𝛾̇Be
Bf" ,               (5.8) 

 
Рисунок 5.9 - Мультипликативная декомпозиция градиента деформаций [144]. 
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где 𝑪 обозначает тензор модулей упругости, 𝑫 обозначает скорость деформации, а 

𝛀 обозначает тензор спина (вращения). Значение 𝛽B = 𝑾B𝝈 − 𝝈𝑾B, где 𝑾B есть 

антисимметричная часть градиента скорости, а 𝑷B симметричная часть градиента 

скорости. 

Полная скорость пластической деформации получается суммированием 

вкладов от всех активных систем скольжения. В модели используется критическое 

значение приведенного напряжения сдвига (КЗПНС) 𝜏gB. Этот параметр является 

функцией состояния, т.е. имеет некое исходное значение и может изменяться в 

процессе нагружения, отражая процесс деформационного упрочнения системы 

скольжения 𝛼, связанный с эволюцией плотности и самоорганизацией дислокаций. 

Система скольжения 𝛼 считается активной тогда, когда текущее значение 

приведенного напряжения сдвига (ПНС) превосходит текущее критическое 

значение приведенного напряжения сдвига (КЗПНС) 𝜏gB, вследствие чего 

происходит пластическое течение, т.е. приращение пластической деформации, 

|𝛾̇B| > 0. 

Скорость приращения КЗПНС может быть записана в виде 

                                𝜏̇gB =	∑ 𝒉B'e
Bf" 𝛾̇B ,                  (5.9) 

где модуль упрочнения 𝒉B' обозначает коэффициент пропорциональности между 

КЗПНС системы 𝛼	вследствие пластической деформации сдвига на системе 𝛽.	Его 

часто записывают в виде 

								𝒉B' = ¥𝑞 + (1 − 𝑞)𝜹B'§ℎ,	    (5.10) 

где	 ℎ обозначает коэффициент само-упрочнения, а 𝑞 обозначает коэффициент 

латентного упрочнения и имеет значения от 1 до 1.4. 

Возвращаясь к уравнению (5.8), отмечаем, что скорость приращения ПНС 

может быть записана как  

𝜏̇B =	𝑷B: A𝑪:𝑫 − 𝑪:∑ 𝑷Be
Bf" 𝛾̇B − 𝝈tr(𝑫)B + 𝛽B: (𝑫 − ∑ 𝑷Be

Bf" 𝛾̇B).           (5.11) 

В ходе пластического течения ПНС и КПНС должны быть равны, как и скорости 

их приращения, 
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                                   𝜏̇B = 𝜏̇gB.                                     (5.12) 

Объединяя уравнения (5.9) и (5.11), получаем 

∑ 𝒉!"#
!$% 𝛾̇! =	𝑷!: )𝑪:𝑫 − 𝑪:∑ 𝑷!#

!$% 𝛾̇! − 𝝈tr(𝑫)2 + 𝛽!: (𝑫 − ∑ 𝑷!#
!$% 𝛾̇!)        (5.13) 

Записывая уравнение (5.13) в более компактной форме, имеем 

														∑ 𝑨B'e
Bf" 𝛾̇B =	𝑏B.                                (5.14) 

В силу неоднозначности декомпозиции пластической деформации в виде вкладов 

от разных систем скольжения матрица 𝐴B' может быть сингулярной или близкой к 

вырожденной, что означает, что уравнение (5.14) может иметь неоднозначное 

решение. Эту трудность можно преодолеть рассмотрением зависимости скорости 

пластических сдвигов от способа нагружения, и математически выразить с 

помощью сингулярного разложения (SVD, singular value decomposition) для 

получения псевдообратной матрицы 𝐴B')"  [151].  

 Таким образом, при моделировании каждого этапа нагружения определяются 

приращения пластической и упругой деформации каждого компонента, а также 

тензора напряжений и критических значений приведенного напряжения сдвига 

(КЗПНС). 

 Самосогласованный метод моделирования упругопластической деформации 

композитов и поликристаллов обладает рядом преимуществ. В силу формулировки 

метода, приведенные выше уравнения решаются не в каждой точке, а лишь столько 

раз на каждом этапе нагружения, сколько компонентов («фаз») представлено в 

модели. Часто оказывается, что менее 1000 компонентов дают адекватное описание 

процесса деформирования, что делает модель достаточно «легкой» для 

применения. Именно с помощью такой модели были получены численные 

результаты, проиллюстрированные на Рисунке 3.4.  
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Следует отметить очень близкое соответствие самосогласованной модели 

экспериментальному методу нейтронной дифракции, в котором информация 

собирается и усредняется от групп зерен, определяемых общей ориентацией по 

отношению к лабораторной системе координат и направлению нагружения, и 

соответствующих одной компоненте самосогласованной модели, описанной выше. 

На Рисунке 5.10 показано сравнение экспериментальных результатов 

нейтронной дифракции (маркеры) и численного моделирования 

самосогласованным методом (кривые), полученных при изучении 

деформационного поведения никелевого сплава С263. Настройкой параметров 

было достигнуто удовлетворительное соответствие, хотя оказалось невозможным 

детально отразить некоторые особенности поведения упругих деформаций групп 

зерен избранной ориентации, обозначенной индексами Миллера (111), (200), (311) 

по отношению к направлению нагружения. 

Самосогласованный метод также был использован в работе [150], в которой 

 
Рисунок 5.10 - Сравнение результатов дифракции нейтронов (значки) и 

самосогласованной модели (кривые) для никелевого сплава С263. 
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рассматривалось сочетание вкладов в среднюю деформацию, связанных с 

упругостью, пластичностью и фазовым превращением в сплаве никель-титан с 

памятью формы. 

Недостатком самосогласованной модели является отсутствие возможности 

перехода на микро- и наномасштаб для рассмотрения НДС типов II и III. Кроме 

того, «форма» зерна в лучшем случае может быть отражена в выборе формы 

эллипсоида. В любом случае, модель не принимает в рассмотрение размер зерна, и 

вообще не содержит информации о геометрии зерен. Между тем в ряде работ в 

начале 21в было показано, что форма зерна и взаимная ориентация соседей могут 

оказывать существенное влияние на локальные напряжения, условия зарождения 

трещины, выносливость при усталости и ползучести, а также при наличии их 

сочетания. Получение надежных ответов на вопросы зависимости 

деформационных и прочностных свойств материала от геометрических деталей 

микроструктуры (морфологии) и ориентации зерен (текстуры и микро-текстуры) 

требует развития и применения методов конечно-элементного моделирования 

пластичности кристаллов (КЭМПК), которым посвящен следующий раздел. 

5.6 Конечно-элементное моделирование пластичности кристаллов 

(КЭМПК) 

Конечно-элементное моделирование деформационного поведения 

кристаллических агрегаций обладает рядом преимуществ. Метод предоставляет 

гибкость задания микроструктуры не только с точки зрения текстуры, но и 

морфологии (формы) зерен, возможность рассмотрения локальных значений 

деформаций и напряжений типов II и III, а также их статистических распределений. 

Также возможным оказывается задание сложных законов упрочнения, причем не 

только в виде функций локальной ориентации и систем скольжения, но и в 

зависимости от внутренних параметров, таких, как плотность статистически 

накопленных и геометрически необходимых дислокаций. Особенно следует также 

отметить совместимость этого подхода с возможностью задания и учета 

собственных деформаций на разных масштабах. 
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 Формулировка КЭМПК может быть сделана в виде специальной 

подпрограммы (subroutine), например, UMAT в контексте конечно-элементной 

вычислительной среды ABAQUS, в которой реализуются уравнения (5.9) – (5.14) 

[152]. Таким образом, в процессе конечно-элементного моделирования нагружения 

приращения пластических деформаций в виде суммы вкладов от всех активных 

систем скольжения должны быть найдены для каждой точки интегрирования, что 

значительно увеличивает объем вычислений и может потребовать использования 

суперкомпьютеров. На практике применяется моделирование на основе 

представительного объемного элемента материала (ПОЭМ), для которого задаются 

периодические граничные условия; однако, периодичной также должна быть 

микроструктура, что требует применения соответствующих моделей тесселяции, 

т.е. разбиения объема на области, соответствующие отдельным зернам, растущим 

от случайно разбросанных «зародышей». Получающееся в результате разбиение 

плоскости носит имя Вороного, а 3Д пространства Делоне. В результате 

использования специально написанных алгоритмов был получен результат, что 

статистическое распределение размеров зерен, полученных такой тесселяцией, 

подчиняется логнормальной функции. К счастью, обзор литературы показывает, 

что в большинстве случаев такому же закону подчиняются реальные 

микроструктуры металлов и сплавов. Это означает, что по крайней мере в смысле 

статистики больших чисел модели, полученные тесселяцией, могут быть 

представительными с точки зрения глобальных свойств. Следует заметить, тем не 

менее, что вопросы прочности часто требуют учета локальных значений, 

являющихся определяющими при разрушении. Поэтому надежное предсказание 

прочности, по-видимому, требует применения статистики экстремальных 

значений, таких, как статистика Вейбулла. 

Особенностью использования КЭМПК является необходимость подготовки 

данных о 3Д микроструктуре материала и перенос («проекция») этой информации 

на уровень КЭ сетки. На Рисунке 5.11 приведена иллюстрация двух способов 

задания ориентации (трех углов Эйлера): с использованием «статической» 
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(постоянной) сетки и предписанием на уровне точек интегрирования, или для 

цельных элементов [158].  

 
На первый взгляд может показаться, что предпочтительным с точки зрения 

точности должен являться метод, основанный на представлении микроструктуры 

элементами, поскольку он дает возможность моделирования границы зерна и будет 

более точно описывать поля внутризеренных и межзеренных деформаций. Однако 

в действительности трудоемкость подготовки данных в этом методе ограничивает 

вариативность (изменения размера, распределения, ориентации зерен). Более того, 

анализ литературы показывает, что при соблюдении определенного соотношения 

между количеством точек интегрирования и зерен в модели (не менее 10 точек 

интегрирования на каждое зерно), использование статической сетки для задания 

микроструктуры не приводит к заметному снижению точности. Поэтому в работах, 

 
Рисунок 5.11 - Два способа задания микроструктуры: (а) «статическая» сетка 

МКЭ с заданием ориентации на уровне точек интегрирования, (b) задание 

ориентации поэлементно, и (с) иллюстрация равномерности текстуры [158]. 
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представленных к обсуждению далее в данном разделе, повсеместно использовался 

метод статической сетки. 

5.6.1 Моделирование деформации поликристаллов с кубической решеткой 

(КЭМПК) 

 
На ранних этапах внедрения метода КЭМПК проводилось сравнение его 

 

 
Рисунок 5.12 - (а) Неоднородность деформации внутри представительного 

объемного элемента материала (ПОЭМ). (b) Калибровка метода КЭМПК [151]. 
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предсказаний с результатами самосогласованного метода, а также с результатами 

макроскопических испытаний (Рисунок 5.12) [151]. Был сделан вывод, что путем 

измельчения сетки и уточнения параметров модели возможно добиться близкого 

соответствия между предсказаниями, полученными этими двумя способами, 

однако это требует задания разных значений параметров кристаллической 

пластичности, использованных в уравнениях (5.9) – (5.14).  

В связи с таким выводом возникают обоснованные вопросы, достойные 

дальнейшего обсуждения. Действительно, для описания кристаллической 

пластичности были введены локальные параметры, которые рассматривались как 

свойственные материалу, и которые потенциально можно определять, добиваясь 

наилучшего соответствия предсказания модели экспериментальным данным. 

Какие же из них являются правильными? Для получения ответа на этот вопрос 

следует вспомнить, что самосогласованный метод по необходимости включает 

усреднение значений деформаций и напряжений в масштабе эллипсоидного 

«зерна» и таким образом учитывает только вклад в НДС типов I+II, в то время как 

КЭМПК допускает неоднородность внутри зерна с учетом вкладов в НДС типов 

I+II+III. Таким образом, самосогласованная модель дает значения параметров 

кристаллической пластичности, соответствующих уровню усреднения типа I+II. 

Поскольку «реальные» значения параметров варьируются в пространстве на 

масштабах менее размера зерна, то верными следует считать их значения, 

полученные на основе метода КЭМПК. 

На основе проведенного анализа следует сделать еще один существенный 

вывод. В подавляющем большинстве публикаций на тему КЭМПК калибровка 

параметров осуществляется сравнением с макроскопическими кривыми 

нагружения. Между тем очевидно, что удовлетворительного соответствия можно 

добиться использованием нескольких (возможно, большого набора) сочетаний 

параметров. Для улучшения предсказательной надежности модели автором был 

предложен подход, согласно которому для валидации модели, содержащей 

параметры описания на разных масштабных уровнях, следует использовать 
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сравнение с экспериментами, проведенными на всех соответствующих размерах, 

хотя это и требует привлечения дополнительного инструментария, способного 

предоставить требуемую информацию (нейтронная или синхротронная 

рентгеновская дифракция, метод МКИТ, наноиндентирование для деформирования 

образцов в виде микро-колонн, т.д.) Более того, требуется рассматривать и 

добиваться соответствия модели и наблюдений для разных режимов нагружения. 

 
 На Рисунке 5.13 приведена иллюстрация такого подхода для случая 

малоцикловой усталости никелевого сплава С263. Лабораторные данные 

использовались для подгонки моделей КЭМПК и континуальной 

упругопластической модели Мроза с сочетанием изотропного и кинематического 

упрочнения. Можно заключить, что примерно одинаковое качество подгонки 

может быть достигнуто методом КЭМПК и согласно модели пластического 

упрочнения Мроза, однако последний не предоставляет информации о локализации 

пластических деформаций внутри образца, которые играют наиболее 

 
Рисунок 5.13 - Подгонка расчетов КЭМПК и сравнение с континуальной 

моделью пластичности Мроза к данным испытаний для первого и стабильного 

цикла деформации [151]. 
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существенную роль в определении выносливости материала в условиях 

малоцикловой усталости.  

5.6.2 Оценка	усталостной	прочности	поликристаллов	на	основе	
критерия	локальной	диссипации	энергии	в	методе	КЭМПК	

 Дальнейшее развитие этот подход получил применительно к разработке 

критерия зарождения трещины при малоцикловой усталости [47]. Поскольку 

зарождение трещины – явление локальное, то и условия его протекания должны 

быть сформулированы в терминах локальных параметров пластической 

деформации и напряжений. На основе представлений о циклической деформации 

материалов, почерпнутых из экспериментов по нейтронной дифракции (Рисунок 

3.4), автором был сформулирован следующий критерий зарождения трещины: 

Зарождение трещины наступает тогда, когда интегральное значение 

локальной диссипации энергии в микрообъеме материала вследствие 

накопленной пластической деформации достигает критического 

значения. 

Такая формулировка соответствует представлению о микромеханизме зарождения 

усталостной трещины [153], согласно которому образованию трещины 

предшествует возникновение полос сдвига, которые ведут к локализации 

пластической деформации и потери сплошности. Эта ситуация схематически 

обозначена линиями на Рисунке 5.12(а). 

 Некоторые идеи, лежащие в основе нового критерия, просматриваются в ряде 

работ различных авторов. Серия публикаций R.P. Skelton и G.A. Webster 

предложили рассматривать параметр диссипации энергии при циклической 

деформации в качество базиса для построения корреляции с числом циклов до 

зарождения трещины при малоцикловой усталости при повышенных температурах 

[47][48]. Подход был построен на гипотезе, что зарождение трещины происходит 

вследствие неупругих диссипативных деформаций, которые являются 

значительными в условиях малоцикловой усталости при повышенных 

температурах, и, следовательно, легко поддаются измерению [49][50]. Следует 
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также отметить, что при значительной макроскопической деформации 

поликристаллов различия между отдельными зернами вследствие их упругой и 

пластической анизотропии нивелируются, так, что макроскопические параметры 

диссипации энергии показывают хорошую корреляцию с выносливостью при 

малоцикловой усталости. Однако перенос это подхода на условия умеренных 

температур и напряжений, характерные для многоцикловой усталости, оказался 

затруднительным. Причина этого лежит в бóльшей неоднородности 

упругопластической деформации, при которой макроскопическое пластическое 

течение либо отсутствует, либо представляется незначительным, что делает 

невозможной оценку диссипации энергии.  

Попытка преодолеть эту сложность была сделана Данг-Ваном [53] путем 

введения тензора локализации, позволяющего пересчитывать макроскопические 

нагрузки и деформации в локальные, что и обусловило популярность 

предложенного критерия [52]. Однако критерий Данг-Вана не основывался на 

детальном численном анализе микроструктуры и неоднородности распределения 

внутренних напряжений типа I, II, III. Таким образом, он не мог учитывать 

особенностей упругопластического поведения конкретных материалов в 

зависимости от распределения зерен по размеру, текстуры (ориентации зерен) и 

т.п., а также формулировал критерий в терминах напряжений и деформаций, а не 

интеграла диссипации энергии. 

Важный шаг в разработке критерия зарождения трещины при усталостном 

нагружении был сделан в работе [53], в которой была сформулирована идея 

рассмотрения диссипации энергии в микромасштабе. В качестве основного 

параметра был рассмотрен энергетический интеграл в форме 

𝐷(𝒓) = ∫ 𝜎03(𝒓, 𝑡)𝜀0̇3(𝒓, 𝑡)d𝑡
⬚
gVg6Y ,   (5.15) 

где 𝒓 обозначает радиус-вектор положения микрообъема в образце, 𝑡 обозначает 

время, и интегрирование проводится по циклу нагружения. Однако без 

использования подхода КЭМПК не оказывалось возможным принять во внимание 

структурно-обусловленную неоднородность деформации, связанную с 
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геометрическими особенностями зёренной структуры, взаимной ориентацией 

соседних зерен, и т.д. 

В работе [54] автора для предсказания момента зарождения трещины 

предложено ввести новый параметр: критическое значение локальной плотности 

диссипации энергии. Было высказано предположение, что накопление локальных 

микроповреждений напрямую связано с интегралом локальной диссипации 

энергии. В этом случае можно предположить, что именно достижение 

критического значения этого параметра и соответствует моменту зарождения 

трещины. Использование КЭМПК позволило рассмотреть корреляция между 

числом циклов до зарождения трещины и интегралом локальной плотности 

диссипации энергии, причем последняя была подсчитана на основании 

рассмотрения пластической деформации на всех активных системах 

кристаллического скольжения: 

𝐷(𝒓) = ∫ ∑ 𝜏B(𝒓, 𝑡)𝛾̇B(𝒓, 𝑡)М
Bf" d𝑡⬚

gVg6Y ,   (5.16) 

где 𝛼 = 1. . М обозначает активные системы скольжения, а 𝜏B и 𝛾̇B – приведенное 

напряжение сдвига и скорость деформации сдвига в системе скольжения 𝛼, 

соответственно. 

 На основании трехмерной карты параметра локальной диссипации энергии 

𝐷(𝒓) для установившегося цикла деформирования, условие зарождения трещины 

может быть записано в следующем виде: 

[max𝒓𝐷(𝒓)]	𝑁aj = 𝐶.    (5.17) 

Эта форма критерия близка к формулировкам законов Баскина и Коффина-

Мансона, которые используются в качестве базовых способов описания 

выносливости в условиях многоцикловой и малоцикловой усталости, 

соответственно, в случае закона Баскина: 

𝜎𝑁aj = 𝐶.      (5.18) 

 Другой популярный и широко используемый критерий основан на 

использовании параметра Смита, Уотсона и Топпера (SWT, Smith-Watson-Topper) 
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[55]. В исходном виде этот параметр был сформулирован как 

𝐷 = 𝜎7JN𝜀J,      (5.19) 

где 𝜎7JN обозначает максимальное значение растягивающего напряжения в 

конструкции, а 𝜀J соответствует амплитуде упругой деформации. В дальнейшем 

было предложено обобщение этого критерия, записанное в виде 

𝐷 = ­𝜎7JN𝐸𝜀J = ­𝜎7JN𝜎J,     (5.20) 

где 𝜎7JN означает эквивалентное напряжение фон Мизеса, а 𝜎J – амплитуду 

напряжения, рассчитанного на основе упругой деформации и модуля Юнга 

материала 𝐸⬚. В таком виде параметр SWT оказывается выражен в единицах 

напряжения и использован в законе Баскина. 

 Рисунок 5.14 показывает сравнение описания экспериментальных данных на 

основании параметра SWT в сравнении с вновь предложенным критерием 

локальной диссипации энергии (EDC). Из графика видно, что по сравнению с 

кривой EDC, зависимость параметра SWT от числа циклов является более пологой, 

что ведет к менее надежной дискриминации между различными условиями 

нагружения для предсказания долговечности конструкции.  

Таким образом продемонстрировано, что применение подхода КЭМПК для 

анализа циклической деформации поликристаллов позволило улучшить 

надежность корреляции, что является наглядной иллюстрацией практической 

применимости и полезности конечно-элементного моделирования пластичности 

кристаллов (КЭМПК) [47]. 

В дальнейшем метод КЭМПК был расширен и был применен к рассмотрению 

поликристаллов металлов с ГПУ решеткой [152], таких, как сплавы титана и 

магния. Для последних была проведена серия экспериментальных исследований на 

разных масштабах рассмотрения [158]. 
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5.6.3 Моделирование деформации поликристаллов ГПУ (КЭМПК) 

 

 
Рисунок 5.14 – Сравнение описания зависимости параметров 

поврежденности (в условных единицах) EDC (слева) и SWT (справа) от 

числа циклов до зарождения трещины  [54]. 

Число циклов

  
Рисунок 5.15 - Моды пластической деформации в кристаллах ГПУ: (слева) 

скольжение в направлении базального вектора Бюргерса в указанных 

плоскостях; (в центре и справа) двойникование при растяжении  [155]. 
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С точки зрения поведения при упругопластическом деформировании с учетом 

анизотропии жесткости и кристаллической пластичности, агрегации 

поликристаллов с гексагональной плотноупакованной решеткой (ГПУ) 

представляют более сложную задачу, чем поликристаллы с кубической решеткой 

(ГЦК и ОЦК) [154]. 

На Рисунке 5.15 продемонстрированы моды (режимы) пластической 

деформации в кристаллах магниевого сплава AZ31 [155]. Особенностью 

деформационного поведения ГПУ кристаллов является изначально существующие 

значительные различия в величинах критической значения приведенных 

напряжений сдвига (КЗПНС) для разных мод. Для некоторых важных металлов и 

сплавов с решеткой ГПУ, таких, как цинк и магний, скольжение на плотно 

упакованных базальных плоскостях оказывается существенно более легким, чем на 

других. Это определяет повышенную жесткость по отношению к пластическому 

течению зёрен, ориентированных осью с в направлении нагружения, что 

обуславливает возникновение резких локальных несоответствий между 

собственными деформациями с соседними зернами, накоплению остаточных 

напряжений и понижению выносливости при определенных условиях усталостного 

нагружения («cold dwell fatigue»). Отсутствие возможности пластического течения 

скольжением активизирует двойникование как альтернативу, которая наступает 

предпочтительно при сжатии и является обратимой при растяжении.  

Исследованию обратимого двойникования при циклическом 

деформировании магниевого сплава AZ31 посвящена работа [158], которая 

включила в себя сочетание моделирования методом КЭМПК с 

экспериментальными методами исследования дифракцией синхротронных 

рентгеновских лучей и дифракции обратно рассеянных электронов (ДОРЭ) в 

микроскопе ФИП-СЭМ. Экспериментальные конфигурации, использованные в 

процессе нагружения образца (operando) показаны на Рисунке 5.16. 
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Рисунок 5.16 - Экспериментальные конфигурации дифракции (а) 

рентгеновских и (b) электронных лучей, использованные в процессе 

нагружения (operando) [158]. 
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 На Рисунке 5.17 слева показан представительный объемный элемент 

материала, а справа – экспериментальные и модельные кривые нагружения [158]. 

Как видно, было достигнуто удовлетворительное соответствие между моделью и 

наблюдаемым макроскопическим деформационным поведением образца, в том 

числе в отношении многоступенчатого упрочнения, наступающего при растяжении 

образца после его первичного сжатия. Было высказано предположение, что такое 

поведение связано с активизацией и последующем обращении двойникования.  

 

  

 
Рисунок 5.17 - (вверху) Представительный объемный элемент материала 

(ПОЭМ). (внизу) Экспериментальные и модельные кривые и точки [158]. 
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Поскольку эти процессы непосредственно связаны с поворотом решетки и 

изменением пропорции (объемной доли) кристаллов определенной ориентации, 

было принято решение использовать дифракцию обратно рассеянных электронов 

(ДОРЭ), обладающую высоким пространственным разрешением, для картирования 

зёренной структуры (микро текстуры) и дифракцию рентгеновских лучей для 

численной оценки объемной доли зерен определенной ориентации в среднем в 

объемах в сотни кубических микрометров, так как достижение соответствия 

предсказаний и наблюдений на этих различных масштабах могут служить 

полноценной доказательной валидацией верности модели. Измерения проводились 

in situ и operando, т.е. в ходе нагружения. 

На Рисунке 5.18 слева показаны этапы нагружения I-V (см. Рисунок 5.17) и 

контрольные точки A-F, для которых определялась интенсивность колец Дебая-

Шеррера (Рисунок 5.16а) и карты микро-текстуры (Рисунок 5.18d).  

Рисунок 5.18(с) показывает предсказания для средней деформации 

  
Рисунок 5.18 - (слева) Изменение напряжения, интенсивности колец Дебая-

Шеррера и средних сдвиговых деформаций в процессе нагружения.  (справа) 

Карты ДОРЭ зёренной структуры (микротекстуры) материала. Красным 

показаны области двойникования и раздвойникования [158]. 
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различных мод сдвига и двойникования, в т.ч. обратного. Раз-двойникование (de-

twinning) между контрольными точками С и F показано серой кривой на Рисунке 

5.18(с) и отражено в уменьшении доли «красных» зерен на Рисунке 5.18(d), 

появляющихся при двойниковании (В-С) и исчезающих в ходе обратного процесса 

(С-Е-F). 

 На основании детального расчета КЭМПК, тщательно подтвержденного 

сравнением с мультимодальными экспериментальными данными, был также 

получен вывод, что внутренние напряжения типов II и II+III имеют Гауссово 

распределение по вероятности возникновения в исследуемом объеме (ПОЭМ). 

Дальнейшие шаги по изучению причин и следствий этого наблюдения 

представлены в следующем Разделе. 

5.7 О Гауссовой и логнормальной статистике внутренних напряжений и 

деформаций 

Одним из преимуществ использования статической сетки для моделирования 

зависимости деформационного поведения поликристаллов методом КЭМПК 

является возможность быстрого задания различных вариантов соответствия 

микроструктуры и ориентации зерен (микротекстуры). В контексте работы [159] 

задание нового распределения ориентаций («реализации микротекстуры») 

проводилось предписанием углов Эйлера на уровне точек интегрирования при 

фиксированной морфологии зерен. При этом совокупность реализаций соблюдала 

соответствие единой статистике ориентаций (ODF; orientation distribution function, 

[104]). Рисунок 5.19 показывает вариативность макроскопического напряжения при 

заданной деформации в семействе расчетов КЭМПК никелевого сплава С263.  

 Использование усреднения по реализациям позволило добиться более 

близкого соответствия эксперименту (Рисунок 5.20) по сравнению с результатами 

самосогласованного метода (Рисунок 5.10). 
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Рисунок 5.19 - Иллюстрация вариативности макроскопического напряжения 

от реализации микротекстуры в методе КЭМПК сплава С263 [159]. 
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Рисунок 5.20 - Улучшенная корреляция метода КЭМПК для сплава С263 с 

результатами нейтронной дифракции [159]. 
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На основе полученных результатов был проведен статистический анализ 

распределений внутренних деформаций и напряжений и получены гистограммы, 

показанные на Рисунке 5.21 совместно с их подгонкой Гауссовым и 

логнормальным статистическим распределениями. 

 
В работе [160] была сделана попытка получить ответ на вопрос:  

Почему статистика упругих деформаций (и напряжений) соответствует 

Гауссовому распределению, а пластических деформаций – логнормальному?  

В качестве численного эксперимента процесс стохастического накопления 

деформаций был представлен повторным применением случайного процесса с 

однородным распределением значений в заданном диапазоне. При этом 

сравнивались варианты аддитивного и мультипликативного оператора для 

описания приращения деформации. Как и следовало ожидать, первый вариант 

ведет к возникновению Гауссова распределения, а второй - логнормального. Это 

заключение не противоречит гипотезе, что для малых по величине упругих 

деформаций процесс их накопления соответствует аддитивному стохастическому 

процессу, в то время как для бóльших по величине пластических деформаций 

применимо мультипликативное описание. Эти выводы хорошо согласуются с 

  
Рисунок 5.21 - Представительные гистограммы и их подгонка (слева) Гауссовым 

и (справа) логнормальным статистическим распределением для упругих и 

пластических деформаций, соответственно [159]. 
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экспериментальными наблюдениями на основании метода МКИТ [160]. 

Дальнейшее развитие представлений о статистических распределениях 

внутренних напряжений и деформаций было сделано в публикации [39], где 

использовались представления, полученные в работе [159] и 

проиллюстрированные на Рисунке 5.22. Автором была предложена статистически 

обоснованная классификация компонент внутреннего ОНДС на основе анализа 

«периодограммы», т.е. рассмотрения характерных длин изменения величин 

напряжений и деформаций.  

 

5.7.1 Критический	анализ	метода	«синус	квадрат	пси»	(𝐬𝐢𝐧𝟐𝝍)	для	

определения	oстаточных	напряжений	

Самосогласованная модель деформации поликристалла позволяет провести 

критический анализ одного из наиболее популярных и широко используемых 

методов экспериментального определения макроскопических ОН (Типа I), 

известного, как «синус квадрат пси» (sin!𝜓) [1]. Это метод может быть легко 

реализован на лабораторном рентгеновском дифрактометре [145], оснащенном 

 
Рисунок 5.22 - Иллюстрация полей внутреннего ОНДС на основе метода 

КЭМПК,  и их классификация по типам I, II и III [159]. 



 
211  

 

возможностью сбора данных при неравном наклоне нормали образца к падающему 

и рассеянному лучам в плоскости дифракции (в так называемой конфигурации “iso 

tilt”), или при боковом наклоне нормали образца к плоскости дифракции (в так 

называемой конфигурации “side tilt”), показанной на Рисунке 5.23. Для 

определения напряжений в образце вводится связанная с ним система координат, в 

которой по конвенции ось 3 совпадает с нормалью к поверхности, а оси 1 и 2 

определяют ортогональные направления в плоскости поверхности образца так, что 

направление 1 соответствует значению угла поворота вокруг нормали 𝜙 = 0. 

 
Ключевым уравнением, используемым для определения ОН методом «синус 

квадрат пси» является соотношение, связывающее измеряемую компоненту 

деформации в направлении, заданном сочетанием углов 𝜙,Ψ, с компонентами 

напряжений, заданными в системе координат, связанной с образцом [146]: 

𝜀Ll =	
$.8)$$

$$
= "Sm

#
{𝜎"" cos! 𝜙 + 𝜎"! sin(2𝜙) + 𝜎!! sin! 𝜙 − 𝜎EE} sin!𝛹 +

																"
#
{𝜎EE − 𝜈𝜎"" − 𝜈𝜎!!} +

"Sm
#
{𝜎"E cos(𝜙) + 𝜎!E sin(𝜙)} sin(2𝛹).      (5.21)	

Принцип определения ОН в образце основывается на анализе этого соотношения 

  
Рисунок 5.23 – Иллюстрация задаваемых углов ориентации образца при 

определении остаточных напряжений методом «синус квадрат пси» (sin!𝜓) 
[145]. 
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для различных сочетаний углов 𝜙,Ψ для определения компонент напряжений в 

образце. Часто вводятся дополнительные упрощающие предположения, например, 

о равенстве нулю компонент напряжений с индексом «3» вследствие малой 

глубины проникновения излучения под поверхность образца. Именно при таком 

предположении уравнение (5.21) может быть переписано в упрощенном виде 

𝜀Ll =	
"Sm
#
{𝜎"" cos! 𝜙 + 𝜎"! sin(2𝜙) + 𝜎!! sin! 𝜙} sin!𝛹 −

m
#
{𝜎"" + 𝜎!!},   (5.22)	

в котором в явной форме присутствует линейная зависимость деформации 𝜀Ll от 

sin!𝛹, что и обусловило название этого метода определения остаточных 

напряжений. Коэффициенты уравнения (5.22) часто обозначают 𝑠" =
m
#
  и "

!
𝑠! =

"Sm
#

 

и называют рентгеновскими константами упругости (XEC, X-ray elastic constants). 

 Таким образом, метод «синус квадрат пси» определения ОН в 

поликристаллах может представляться достаточно простым для применения в 

лабораторных условиях при наличии соответствующих экспериментальных 

возможностей и использовании известных значений упругих параметров 

материала: модуля Юнга 𝐸 и коэффициента Пуассона 𝜈. Однако анализ литературы 

показывает, что значительный объем исследований и публикаций посвящен 

определению рентгеновских констант упругости, влияния на них пластической 

деформации поликристалла и т.п. Использование значений модуля Юнга 𝐸 и 

коэффициента Пуассона 𝜈, полученных из макроскопических деформационных 

испытаний, не ведет к правильным результатам при использовании метода «синус 

квадрат пси». Причиной этого обстоятельства является избирательность 

взаимодействия рентгеновского излучения с поверхностью образца и 

неоднородность внутренних деформаций поликристалла. Для подробного 

выяснения взаимосвязей между внутренним ОНДС материала и формированием 

картины рассеяние требуется проведение дополнительных исследований. 

 В работе [1] автором был проведен критический анализ метода «синус 

квадрат пси», и предложен ряд уточнений на основе самосогласованного метода 

моделирования упругопластических деформаций поликристаллов. В дальнейшем 
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было показано, что аналогичные выводы могут быть получены при использовании 

метода КЭМПК. 

 Интерпретация экспериментов по определению внутренних деформаций 

методом «синус квадрат пси» основывается на нескольких предположениях, 

каждое из которых должно быть подвергнуто критическому анализу для оценки его 

соответствия условиям эксперимента: 

П1. Проникновение излучения под поверхность образца является 

неглубоким, что позволяет рассматривать материал находящимся в плоском 

напряженном состоянии. 

П2. Выборка зерен, вносящих вклад в формирование рассеянного луча, 

может считаться представительной для описания деформации образца, как 

единого целого. 

П3. Несмотря на поликристаллический характер образца, его деформация 

может быть описана на основании представлений об однородном упругом 

континууме. 

П4. Даже в присутствии пластической (неупругой) деформации, 

являющейся источником остаточных напряжений, могут быть найдены 

корректные значения рентгеновских констант упругости, и закон Гука может 

быть использован для описания взаимосвязи между деформациями и 

напряжениями. 

 

Предположение П1 о малой глубине проникновения излучения в материал является 

наименее спорным, хотя и зависит от исследуемого материала и длины волны 

(энергии) используемого излучения. Согласно базе данных о рентгеновских лучах 

CXRO [147], номинальная глубина проникновения рентгеновских лучей при 

нормальном падении на поверхность составляет десятки микрон, в зависимости от 

материала источника рентгеновского излучения, как показано в Таблице 5.1. 

Учитывая экспоненциальный характер затухания излучения в материала и 

характерный размер зерна в технологически важных сплавах обычно не превышает 
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20-30 микрон, это означает, что несколько «слоев» приповерхностных зёрен 

оказываются «освещены» падающим излучением. Зерна, не имеющие 

непосредственного выхода на поверхность, также могут вносить значимый вклад в 

рассеяние, при этом испытывая напряжения, связанные с осью «3», т.е. 𝜎"E, 𝜎!E, 𝜎EE. 

В соответствии с уравнением (5.21) это ведет к ненулевому значению выражения в 

скобках множителя sin(2𝛹). Нечетность этого выражения по отношению к углу 𝛹 

ведет к различию значений деформации 𝜀Ll при положительных и отрицательных 

углах наклона 𝛹, что в литературе описывается термином “𝛹-splitting” 

(«расщепление»).   

Таким образом, в контексте уже имеющихся наблюдений имеются 

доказательства ограниченной применимости положения П1. 

 

Таблица 5.1. Глубина поглощения рентгеновского излучения в зависимости от 

материала образца и источника  

Материал образца Материал источника Глубина поглощения (мкм) 

Mg Cu (8,04 кэВ) 144,7 

Al Cu (8,04 кэВ) 77,7 

Ti Mo (17,45 кэВ) 96,1 

Fe Mo (17,45 кэВ) 34,5 

Ni Cu (8,04 кэВ) 23,6 

Предположение П2 о представительном свойстве выборки зёрен, вносящих 

вклад в дифракцию теряет свою применимость, как только размер зерна становится 

сравнимым или большим по отношению к глубине проникновения излучения. 

Уменьшение количества зёрен, вносящих вклад в формирование пика рассеяния, 

ведет к значительной флуктуации интенсивности в зависимости от углов поворота, 

ведет к случайным сдвигам пиков вследствие влияния напряжений Типов II, III по 

Давиденкову, и проявляется экспериментально в повышении разброса данных и 

затруднении достижения точности определения ОН Типа I. 
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 Предположение П3 об интерпретации эксперимента на основе 

континуальной описании образца как однородного упругого тела  не соответствует 

действительности для подавляющего большинства материалов с высоким 

показателем анизотропии упругих свойств. Например, среди металлов с 

кубической кристаллической решеткой значение отношения Зинера (3.5) для 

никелевых сплавов и аустенитных сталей лежит в диапазоне 2-3, и приближается к 

единице лишь для алюминия (1,21) и вольфрама (1,01). Лишь для упруго 

однородного и изотропного материала можно предполагать, что деформация 𝜀Ll 

для разных углов поворота и наклона определяется для одного и того же НДС 

континуального однородного изотропного образца. В реальности, при изменении 

углов 𝜙,Ψ каждый раз заново производится выборка дифрагирующих зёрен, что 

ставит результат рассеяния в зависимость от углов, а также от выбора индексов 

Миллера ℎ𝑘𝑙 регистрируемого пика.  

 Предположение П4 о возможности игнорирования следствий пластической 

деформации входит в противоречие с другим аспектом межзеренного 

взаимодействия, а именно, эффектом анизотропии (зависимости от направления 

локального нагружения) и неоднородности пластической деформации зёрен.  

Корректная формулировка модели деформации поликристалла должна 

учитывать следующие аспекты: 

а) Анизотропию упругих свойств на зёренном уровне, определяемая свойствами 

кристаллической решетки материала; 

б) Анизотропию пластических свойств материала, связанную с механизмами 

кристаллического скольжения, двойникования и т.д., характерными для 

кристаллической решетки конкретного типа; 

в) Требования совместности полных деформаций между конкретным зерном и его 

окружением; 

г) Требования равновесия напряжений между конкретным зерном и его 

окружением. 

 Таким образом, из существующих подходов к моделированию деформаций 
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поликристаллов, наиболее подходящими оказываются метод самосогласованного 

упругопластического анализа, и метод конечно-элементного моделирования 

пластичности кристаллов (КЭМПК).  

В работе [1] автором был использован самосогласованное упругопластическое 

моделирования для анализа деформаций поликристалла никелевого сплава 

Waspaloy. Упругие постоянные для монокристалла этого сплава были заданы 

согласно как 𝐶"" = 240 ГПа, 𝐶"!=150 ГПа, 𝐶nn = 125 ГПа [148], что соответствует 

значению отношения Зинера 2,77 согласно уравнению (3.5). Пластические свойства 

материала также были заданы согласно [148] для проведения численного 

эксперимента по определению внутренних остаточных напряжений Типа I. В ходе 

этого исследования проводился расчет упругопластической деформации 

поликристалла при приложении одноосного растягивающего напряжения, 

производилась пост-обработка данных об о.у.д. в зёрнах материала, их выборка в 

соответствии с заданной геометрией рассеяния рентгеновских лучей, и 

определение остаточного напряжения на основе этих данных. 

Результаты численного эксперимента показаны на Рисунке 5.24 в виде 

зависимости напряжения, определенного методом «синус квадрат пси» от 

приложенного напряжения. На графике представлены напряжения, рассчитанные 

на основе семи пиков Брэгга для ГЦК решетки никелевого сплава: (111), (200), 

(220), (311), (331), (531) и (551). Также показан результат усреднения с 

использованием первых пяти пиков из этого списка, а также прямая с наклоном 1:1 

для сравнения с приложенным напряжением. 

Из представленных результатов очевидно, что зависимость от приложенного 

напряжения значений, полученных методом «синус квадрат пси» после достижения 

предела текучести приобретает нелинейный характер. Для некоторых отражений, 

таких, как (111) и (220), наблюдается превышение полученных значений над 

приложенным напряжением, в то время как для других рефлексов имеет место 

недооценка значения напряжения. Особенно сильное отклонение наблюдается для 

отражения (200) и близкого к нему варианта (511). Это связано с уже отмеченной 
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ранее склонностью зерен этой ориентации к пластическому течению, что ведет к 

разгрузке упругой деформации на соседние зерна и уменьшением значения 

напряжения, определяемого в этой выборке. 

 
 На графике Рисунка 5.25 наиболее близкое к линейному поведение 

демонстрирует кривая (331), которая, как показывает анализ литературы, часто 

оказывается предпочтительной в экспериментальных исследованиях на основе 

эмпирических наблюдений и калибровки. Для полноты анализа на графике также 

показана кривая, полученная усреднением (с соответствующими весами, 

определяемыми количеством симметрично эквивалентных рефлексов) значений 

  
Рисунок 5.24 – Иллюстрация численного эксперимента с помощью 

самосогласованной упругопластической модели поликристалла по 

определению внутренних напряжений Типа I методом «синус квадрат пси» [1]. 
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пяти наиболее интенсивных пиков, которая также демонстрирует близкую к 

линейной зависимость. 

 Таким образом, проведенный анализ показал, что надежный и обоснованный 

выбор рефлекса и рентгеновских констант упругости для определения ОН методом 

«синус квадрат пси» может быть сделан на основе упругопластического анализа 

деформаций поликристаллов. Более того, этот подход позволяет учитывать 

особенности исследуемого образца, такие, как наличие текстуры 

(предпочтительной ориентации) зёрен, сочетание различных фаз, и другие. 

5.8 Некоторые статистические аспекты механики поликристаллов 

В силу зависимости упругопластических свойств отдельных зерен в поликристалле 

от ориентации кристаллической решетки по отношению к нагружению (локальным 

главным осям напряжений), их агрегация может быть рассмотрена, как сложный 

вариант композиционного материала, у которого свойства зависят не только от 

расположения точки наблюдения в объеме, но и от локальной ориентации и 

условий нагружения (НДС). Собственно, такого рода представление использовано 

в самосогласованной модели Хатчинсона [13], а затем и в реализации в контексте 

метода КЭМПК [149][151]. 

 Локальные процессы перехода к пластическому течению в поликристаллах 

отображаются в макроскопической кривой упрочнения и оказываются особенно 

важными в контексте усталости и критериев разрушения [47]. Однако 

использование КЭМПК для предсказания макроскопической кривой 

упругопластической деформации представляется избыточно сложным подходом. В 

этой связи автором была предпринята попытка создания упрощенного описания 

этой кривой на основании иерархической композитной модели поликристалла. 
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 Если рассмотреть композитный материал, состоящий из двух областей с 

разными значениями пределов упругости по деформации,  и , то даже при 

предположении об идеально пластическом поведении макроскопическая кривая 

окажется сглаженной, в том числе при циклической деформации, Рисунок 5.25 [36].  

Рассмотрим теперь, в парадигме модели Мазинга [156][157], композит, 

содержащий непрерывное распределение компонентов по объему с пределами 

упругости по деформации, распределенными в диапазоне между  и  (Рисунок 

5.26). Обозначим 𝛽(𝜀) объемную долю материала, перешедшего к пластическому 

течению по достижению общей деформацией значения 𝜀. Эту функцию можно 

назвать кумулятивной объемной долей пластичности (КОДП). Можно 

предположить (например, на основании аналогии с описанием фазовых 

превращений теорией Джонсона-Меля-Аврами-Колмогорова), что зависимость 

функции 𝛽(𝜀) от 𝜀 будет описываться некой сигмоидной кривой, показанной на 

Рисунке 5.26(а). Поставим задачу установления соответствия функции 𝛽(𝜀) и 

кривой пластического течения композита, Рисунок 5.26(b). 

εY1 εY 2

εY1 εY 2

  
Рисунок 5.25 - Упрощенная модель композита и его деформационного 

поведения [36]. 
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Для простоты предположим, что все «фазы» композита имеют одинаковое значение 

модуля упругости. Обозначая посредством 𝜀 предел упругости, запишем 

соотношение между напряжением  и деформацией  в этой фазе посредством: 

.                            (5.23) 

Согласно Рисунку 5.26(а) рассмотрим диапазон деформаций между  и . 

Дополнительная доля объема материала, переходящая к пластическому течению 

составит . Теперь подсчитаем напряжение, возникающее в композите по 

достижении деформации . Если не был достигнут предел упругого поведения, то 

напряжение будет выражено формулой упругости . Следствием же 

наступления пластического течения является снижение способности материала 

поддерживать напряжение. В частности, вклад в это снижение за счет 

дополнительного перехода к пластичности объемной доли  между  и  

составит .  

Найдем совокупное напряжение в композите по достижении деформации : 

.      (5.24) 

Интегрированием по частям запишем: 

.     (5.25) 

σ (e) e

σ (e) =
Ee,    e < ε

Eε,    e > ε
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"
#

$#

e e+de

β '(e)de
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σ = Eε

β '(e)de e e+de

E(ε − e)β '(e)de

ε

σ (ε) = Eε − E (ε − e)β '(e)de
0

ε

∫

σ (ε) = Eε(1+β(0))− E β(e)de
0

ε

∫

(a)   (b)  

Рисунок 5.26 - (а) Функция объемной доли пластичности и (b) кривая 

упрочнения [36]. 
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Дифференцируя обе стороны по  получим соотношение: 

.       (5.26) 

Таким образом, получена связь между кумулятивной объемной долей 

пластичности (КОДП)  и кривой упрочнения .  

Рассмотрим пример простой сигмоидной кривой (Рисунок 5.27а), заданной 

функцией:  

.     (5.27) 

Кривая упрочнения, полученная интегрированием, показана на Рисунке 5.28(b). 

 
Представленный анализ имеет своим главным достоинством простоту 

формулировки и легкость реализации, что позволяет рассматривать различные 

варианты функций кумулятивной объемной доли пластичности (КОДП) для 

подгонки экспериментальных кривых деформационного упрочнения, и наоборот. 

Для случая сплава никеля было достигнуто хорошее согласие с экспериментом 

[161] . 

5.9 Заключение к Разделу 5 

В Разделе 5 были представлены подходы к моделированию деформационного 

поведения материалов на разных масштабах описания с учетом рассмотрения их 

структуры. Методы молекулярной динамики (МД) и динамики дискретных 
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Рисунок 5.27 - (а) Пример кумулятивной объемной доли пластичности (КОДП), 

(5.19) и (b) кривая упрочнения, полученная интегрированием [36]. 
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дислокаций (ДДД) показали свою полезность для предсказания качественных 

взаимозависимостей и особенностей поведения материалов в мелких масштабах 

нанометров и микрометров, соответственно. Они могут быть использованы также 

в сложных многоуровневых моделях для описания локальных процессов, 

развивающихся внутри материала (на уровне НДС типов II и III). 

 Было показано, что самосогласованная упругопластическая модель (СУМ) 

деформации поликристаллов может достигать хорошего соответствия 

наблюдениям в мезомасштабах, соответствующих типу описания 2,5, например, в 

случае рассеяния нейтронов от объемов размером в несколько кубических 

миллиметров. 

 При всей привлекательности этих методов, способствующих отражению 

локальных процессов деформации, они обладают рядом недостатков. К таковым 

можно отнести ограниченность модельного объема и времени, и/или 

невозможность рассмотрения твердых тел с геометрией произвольной степени 

сложности. 

 Для решения таких задач был разработан и применен метод конечно-

элементного моделирования пластичности кристаллов (КЭМПК). Ключевой 

особенностью подхода, развитого автором, является использование пред- и пост-

обработки данных, соответственно для создания 3Д модели поликристалла с 

учетом ориентации зерен, и предсказания дифракционного рассеяния 

представительного объемного элемента материала (ПОЭМ). Пост-обработка 

данных дает возможность проводить сравнение результатов моделирования с 

экспериментальными наблюдениями в рамках расчетно-экспериментальной 

корреляции (РЭК).  

Были представлены примеры применения метода КЭМПК для ряда 

материалов, в том числе для поликристаллов металлов с решетками типа ГЦК и 

ГПУ. Был также проиллюстрирован подход к уточнению и валидации расчетов 

КЭМПК путем сравнения его предсказаний с экспериментальными наблюдениями 

на разных масштабах и с разным пространственным разрешением, от нанометров 
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до миллиметров. 

 В качестве иллюстрации эффективности разработанных методов был 

проведен критический анализ метода «синус квадрат пси» определения 

макроскопических остаточных напряжений Типа I. Показано, что 

самосогласованная модель упругопластической деформации поликристалла, как и 

расчет КЭМПК, предоставляют надежные способы анализа экспериментальных 

методов определения внутренних напряжений. 

 На основе представленных результатов может быть сделан вывод об 

успешности совместного расчетно-экспериментального подхода к анализу 

деформирования иерархически структурированных материалов (ИСМ).  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

 

В.И. Арнольд в книге с притягательным названием «Экспериментальная 

математика» [96] в характерной для него эпиграфической манере кратко 

сформулировал это так: «Абстрактные понятия обладают опасным скрытым 

свойством неадекватного описания явлений». Для иллюстрации он приводит целый 

ряд примеров ошибочных математических выводов, сделанных на основе 

умозрительных абстрактных представлений, и предлагает руководствоваться более 

конкретными, осязаемыми и легко проверяемыми иллюстрациями самых сложных 

понятий для достижения достоверности теоретического описания. Для 

иллюстрации исторической значимости этого взгляда, Арнольд приводит ссылку 

на Роберта Бойля, который еще в 1666 году в своей работе «Гидростатические 

парадоксы» [95] высказал следующую мысль: «Экспериментальные доказательства 

предпочтительнее математических, так как последние основаны на 

предположениях и постулатах, которые легко могут вести к ошибкам вследствие 

абстрактной природы математических объектов». Работы Бойля, в которых 

практическое исследование свойств веществ и их превращений занимали 

центральное место и внесшие значительный вклад в становление химии как науки, 

а также сформулированная им корпускулярная теория строения вещества, стали 

предметом пристального интереса и дискуссии в трудах М.В. Ломоносова [162]. 

Следуя Лукрецию и Бойлю, и как бы предвосхищая открытие веком позже 

периодической таблицы элементов Д.И. Менделеевым, Ломоносов сравнивает 

составляющие тела корпускулы с немногочисленными буквами алфавита, тем не 

менее позволяющими образовывать огромное многообразие слов. 

 Таким образом, изучение организации материи из простых элементов 

(частиц, корпускул) в сложно структурированные макроскопические системы 

являет собой «стволовую» тему в научном познании мироздания со времен 



 
225  

 

древнейших философов и до наших дней, как в отношении неживой природы, так 

и в области биологии генов и клетки. Огромный вклад в обогащение нашего 

понимания структуры вещества был сделан развитием методов микроскопии [89] и 

дифракции [16], которые позволили проводить проверку умозрительных 

представлений и гипотез посредством сравнения с наблюдениями. Немаловажным 

аспектом этих исследований являлось прояснение взаимосвязей между структурой 

и механикой материалов, что повлекло за собой развитие методов механической 

микроскопии [90] для проведения численного сравнения значений физических 

величин и параметров на разных масштабных уровнях.  

 
Рисунок 6.1 представляет иллюстрацию возможной иерархии описания 

структуры и механики материалов, составленную на основе математических 

приемов моделирования, соответствующих физическим законам, доминирующим 

на соответствующих размерных масштабах [88]. В этой иллюстрации нетрудно 

усмотреть наглядное соответствие классификации полей остаточных напряжений, 

 
Рисунок 6.1 - Иерархия описаний структуры и деформации поликристаллов 

[163]. 
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введенной Н.Н. Давиденковым [18]. 

В представленной диссертационной работе был проведен и представлен ряд 

аналитических исследований взаимозависимостей между структурой и 

механическими свойствами иерархически структурированных материалов (ИСМ) 

на разных уровнях их архитектуры.  

На основе полученных решений поставленных основных задач работы могут 

быть сделаны следующие выводы: 

1. Теория Собственных Деформаций (еigenstrain theory) дает возможность 

успешно анализировать задачи об остаточных напряжениях, от 

простейших элементарных нульмерных и одномерных систем до сложных 

двумерных и трехмерных распределений. Успешное определение 

распределений тензорных величин (деформаций, напряжений) в объеме 

образца требует совместного применения численных моделей и 

экспериментальных методов в рамках расчетно-экспериментальной 

корреляции (РЭК). В работе приводится ряд случаев, когда применение 

РЭК позволило добиться близкого соответствия моделей и данных 

измерений. Было показано, что ТСД заложила прочные основания единой 

системы описания неупругих деформаций в твердых телах вследствие 

разнообразных процессов, включающих пластическое течение, ползучесть, 

операции вырезки и сборки (склеивания), фазовых и химических 

превращений и тепловых полей, например, в процессе сварки или лазерной 

ударной обработки. Были изучены следствия таких процессов в виде 

«замороженных» внутренних остаточных деформаций и напряжений, 

которые служат инвариантной «механической памятью» неупругих 

деформационных процессов. Прямая и обратная задачи Теории 

Собственных Деформаций могут быть успешно решены применением 

современных аналитических и численных методов. 

2. Качественные и некоторые количественные аспекты деформационного 

поведения кристаллов и поликристаллов в микро-масштабе могут быть 
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успешно промоделированы с помощью динамики дискретных дислокаций. 

Ход процесса упрочнения поликристаллов в ходе пластического 

деформирования корректно описывается с помощью динамики дискретных 

дислокаций и дает предсказание зависимости Холла-Петча между 

напряжением пластического деформирования и размером зерна. 

3. Для достижения необходимой гибкости описания твердых тел со сложной 

внутренней структурой и геометрией наиболее подходящей оказалась 

разработанная трехмерная формулировка метода конечно-элементного 

моделирования пластичности кристаллов (КЭМПК), которая оказалась 

применимой к поликристаллам как с кубической, так и гексагональной 

структурой. Важнейшим аспектом здесь явилась разработка и применение 

алгоритмов пост-обработки данных об анизотропной упругопластической 

деформации поликристаллов для сравнения с экспериментальными 

данными широкоуглового рентгеновского рассеяния (ШУРР) или 

нейтронов. Этот аспект открыл возможность многомасштабной валидации 

численных предсказаний (расчетно-экспериментальной корреляции). В 

ряде исследований достоверность расчетов КЭМПК была подтверждена на 

всех структурных уровнях организации материалов. На основе анализа 

диссипации энергии в микромасштабе предложен и применен новый 

критерий усталостной прочности, а также проанализированы 

статистические свойства и параметры распределений внутренних 

деформаций и напряжений Типов I, II и III. 

4. При всей очевидности мощного потенциала использования 

сфокусированных синхротронных рентгеновских лучей, его реализация 

требует тщательной проработки экспериментальных конфигураций для 

исследования внутренних упругих деформаций поликристаллов. Анализ 

диаграмм рассеяния Лауэ микрофокусных полихроматических пучков 

рентгеновского излучения и анализ обратного пространства рассеяния 

стали эффективными методами определения активных систем скольжения 
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кристаллов. Сочетание методов широкоуглового и малоуглового 

рентгеновского рассеяния (ШУРР-МУРР) позволило провести детальный 

анализ деформационных процессов в сложных материалах, таких, как 

полукристаллические термопластические полиуретаны и аморфные 

материалы на основе оксида кремния.  

5. Для определения полей деформаций в трехмерных телах сложной формы 

необходимо применение методов томографической реконструкции. Для 

решения этой сложной задачи были предложены, применены и 

подтверждены томографические методы точного учёта геометрии 

рассеивания в массивных образцах, а также продемонстрировано 

применение метода томографии деформаций. 

6. Среди микромеханических методов определения деформаций и 

внутренних напряжений в неоднородных материалах в микро- и нано-

масштабах особое место занял новый метод пошагового микро-кольцевого 

ионного травления (МКИТ) с использованием корреляции цифровых 

изображений (КЦИ) в двухлучевом ионно-электронном микроскопе (ФИП-

СЭМ). На основе анализа собственных деформаций была дана критическая 

оценка методики пошагового сверления Шаджера и предложена её 

упрощающая и уточняющая модификация. С помощью вновь 

разработанного метода выполнены работы по поверхностному 

картированию и определению распределения по глубине остаточных 

напряжений с субмикронным разрешением, что также позволило провести 

статистический анализ внутренних деформаций и напряжений на основе 

экспериментальных данных. 

7. Передовые методы моделирования упругопластической деформации 

поликристаллов применены для рассмотрения локального накопления 

повреждений и диссипации энергии при циклическом кристаллическом 

скольжении в микро-масштабе, и предложен новый критерий предсказания 

усталостной прочности. В ходе критического анализа метода «синус 
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квадрат пси» (sin!𝜓) для определения остаточных напряжений предложен 

и применен обоснованный подход к уточнению определения ОН с 

использованием моделирования упругопластической деформации 

поликристаллов самосогласованным методом или методом КЭМПК. 

 

На основе перечисления выводов, сделанных из представленных результатов, 

можно сделать дальнейшие заключения о практической ценности работы. 

Приобретенные на базе проведенной работы возможности экспериментального и 

теоретического изучения НДС на разных масштабах открывают перспективы 

углубленного понимания и использования механических процессов внутри 

материалов. Области применения аналитических методов включают широчайший 

спектр объектов, в том числе биологических тканей и клеточных систем, элементов 

микроэлектроники, накопителей энергии, а также деталей машин и конструкций. 

Для иллюстрации возможно привлечь актуальный пример нового 

технологического базиса, такого, как аддитивное производство металлов (АПМ). В 

силу своего пошагового и цифрового характера аддитивное производство 

потенциально предоставляет возможность управления микроструктурой и ОНДС 

во всем объеме производимой детали. Однако практическая реализация 

сталкивается с целым рядом трудностей в силу сложности и масштабности задачи, 

трудностей установления сложных взаимосвязей между входными и выходными 

параметрами, и проблемы надежного достижения оптимальных служебных 

свойств. Преодоление этого барьера для внедрения АПМ в серийное производство 

ответственных деталей требует инновационного подхода. Ядром такового может 

являться совокупность методов совместного анализа структуры и деформации 

сложных иерархических материалов, представленная в данной работе. 

Расчетно-экспериментальная корреляция, приложения которой многократно 

проиллюстрированы в данной работе, представляет собой современный подход к 

формулировке, пересмотру, уточнению и проверке математических и численных 

моделей материалов и процессов посредством сравнения с наблюдениями за 
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результатами испытаний. Важным требованием воплощения РЭК является 

сочетание экспериментальных и модельных подходов в рамках единого цифрового 

описания объекта исследования для рационального, математически обоснованного 

и алгоритмически реализованного подхода к получению наименьшей невязки. При 

этом наилучшее соответствие должно быть достигнуто на всех структурных 

уровнях организации материала. Аналогичный подход может быть также применен 

к другим конструкционным материалам со сложной многоуровневой структурой, 

таким, как полимерные композитные материалы (ПКМ) на основе волокон 

углерода или прочных полимеров, например СВМПЭ (сверхвысокомолекулярного 

полиэтилена). Работы в этой области ведутся в настоящее время под руководством 

автора в рамках крупного научного проекта «Разработка комплекса методов и 

технологий обеспечения прочности деталей планеров и двигателей самолетов 

нового поколения из перспективных материалов на основе многомасштабной 

цифровой расчетно-экспериментальной корреляции». 

Представленные работы должны приобрести не только научную, но и 

практическую ценность и применимость в промышленности для большого круга 

отраслей народного хозяйства. 
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

Базальная 

плоскость 

Плоскость типа (0001) кристаллической решетки ГПУ 

Призматическая 

плоскость 

Плоскость типа (11·00) кристаллической решетки ГПУ 

Пирамидальная 

плоскость 

Плоскость типа (11·01) кристаллической решетки ГПУ 

АПМ Аддитивное Производство Металлов 

АСМ Атомно-Силовой Микроскоп (AFM, Atomic Force 

Microscope) 

ГНД Геометрически Необходимые Дислокации (GND, 

Geometrically Necessary Dislocations) 

ГПУ Гексагональная плотноупакованная 

ГЦК Гранецентрированная кубическая 

ДДД Динамика Дискретных Дислокаций (DDD, Discrete 

Dislocation Dynamics) 

ДОРЭ Дифракция Обратно-Рассеянных Электронов                     

(EBSD, Electron Back-Scatter Diffraction) 

ИСМ Иерархически Структурированные Материалы 

КЗПНС Критическое значение приведенного напряжения сдвига 

(CRSS, Critical Resolved Shear Stress) 

КОДП Кумулятивная Объемная Доля Пластичности  

КЦИ / ЦКИ Корреляция Цифровых Изображений / Цифровая Корреляция 

Изображений (DIC, Digital Image Correlation) 

КЭМПК Конечно-элементное моделирование пластичности 

кристаллов (CPFEM, Crystal Plasticity Finite Element 

Modelling) 
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МД Молекулярная динамика (MD, Molecular Dynamics) 

МКИТ Микро-кольцевое ионное травление (FIB-DIC, micro-ring-

core ion milling) 

МКЭ Метод конечных элементов 

НДС Напряженно-деформированное состояние 

ОНДС Остаточное напряженно-деформированное состояние 

ОЦК Объемноцентрированная кубическая 

ПНС Приведенное Напряжение Сдвига  

ПОЭМ Представительный Объемный Элемент Материала (RVE, 

Representative Volume Element) 

ПЭМ Просвечивающая Электронная Микроскопия 

о.у.д. Остаточная упругая деформация 

РМДА Рентгеновская микроскопия с дифференциальной апертурой  

(DAXM, Differential Aperture X-ray Microscopy) 

РЭК Расчетно-Экспериментальная Корреляция 

СПРМ Сканирующая Просвечивающая Рентгеновская 

Микроскопия (STXM, Scanning Transmission X-ray 

Microscopy) 

СПЭМ Сканирующая Просвечивающая Электронная Микроскопия 

(STEM, Scanning Transmission Electron Microscopy) 

сРД Синхротронная Рентгеновская Дифракция 

СНД Статистически Накопленные Дислокации (SSD, Statistically 

Stored Dislocations) 

СЭМ Сканирующая Электронная Микроскопия 

ФИП Фокусированный Ионный Пучок 

ФОМО Физически Обоснованное Машинное Обучение 

ЭДРА Энерго-дисперсионный рентгеновский анализ                 

(Energy-dispersive X-ray (analysis), EDX)  



 
233  

 

ALD Atomic Layer Deposition 

ASTM American Society for the Testing of Materials 

AWS Arc Wire Spray 

CE Chain Extender 

CXRO Center for X-ray Optics 

DED Direct Energy Deposition 

DFT Density Functional Theory 

EBAM Electron Beam Additive Manufacturing 

EBPVD Electron Beam Physical Vapour Deposition 

FI “fuzzy interface”  

FWHM Full Width at Half Maximum 

GSAS General Structure Analysis System 

HETL High Energy Transmission Laue (diffraction) 

HR hard region  

LPBF Laser Powder Bed Fusion 

NIST National Institute of Standards and Technology 

PACVD Plasma Assisted Chemical Vapour Deposition 

PIPS Passivated Implanted Planar Silicon photodiode 

PVD Physical Vapour Deposition 

PS Plasma Spray 

SLM Selective Laser Melting 

SR soft region 

SRO MRO LRO Short Range Order, Medium Range Order, Long Range Order 

UMAT User Material subroutine 

WAAM Wire Arc Additive Manufacturing 

WEBAM Wire Electron Beam Additive Manufacturing 

WLAM Wire Laser Additive Manufacturing 

UQ Uncertainty Quantification 
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XEC X-ray elastic constants 

XPDF X-ray pair distribution function  

𝐶0356 Тензор модулей упругости 

𝐶B' Постоянные упругости в нотации Фойгта 

𝑑<56 Межплоскостное расстояние кристалла для плоскостей 

ориентации, заданной индексами Миллера ℎ𝑘𝑙 

𝑒03 Тензор малых упругих деформаций 

ℎ Постоянная Планка 

𝑤03 Тензор микровращений 

𝜀03∗  Тензор малых собственных деформаций (eigenstrain) 

𝜃 Угол Брэгга, половинный угол рассеяния 

𝜆 Длина волны рентгеновского излучения 

𝜎56 Тензор напряжений Коши 

𝜑,𝛷, 𝜑" Углы Эйлера (в стандартных обозначениях Бунге) 
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