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Введение 

Актуальность работы. Современное материаловедение предполагает 

проектирование и создание гетерогенных материалов, армированных микро и 

наноразмерными объектами. Наноразмерные объекты или структуры - это 

системы, занимающие промежуточное положение между атомами и твердыми 

телами. Например, частицы, волокна или пленки, характерный размер которых не 

превышает 100 нм, называют наноразмерными объектами. Для разработки и 

эксплуатации новых конструкционных материалов широко используется 

добавление наноразмерных объектов в гетерогенные смеси, так как они придают 

материалам уникальные механические свойства, такие как высокие модули 

упругости, прочность, ударная вязкость [1–4]. Описание деформационного 

поведения гетерогенных материалов с наночастицами требует многомасштабного 

подхода, поскольку они оказывают существенное влияние на структуру и 

деформацию структуры материала на атомном уровне. Ряд авторов утверждает 

[5–8], что физико-механические свойства наполненных полимеров меняются с 

уменьшением размера частиц при постоянном содержании: в микронном 

диапазоне размеров [8] и в нанодиапазоне [9]. Другие авторы указывают на то, 

что размер частиц никак не влияет на упругий модуль [10; 11]. Таким образом, 

можно сказать, что на сегодня не существует единой точки зрения о зависимости 

механических свойств частиц от размера, а также влияния размера частиц на 

модификацию гетерогенных материалов. Понимание фундаментальных 

механизмов деформации и разрушения гетерогенных материалов с 

наночастицами, а также роль поверхностных эффектов в этих механизмах, 

являются определяющими для объяснения свойств нанообъектов. 

Одна группа исследователей предполагает, что из-за высокой химической 

активности наночастиц и большей удельной поверхности в гетерогенных 

материалах, наполненных наночастицами, нельзя игнорировать эффекты, 

возникшие на границе фаз «матрица-включение» [9; 12–18]. Для некоторых 

материалов активные межфазные взаимодействия продемонстрированы 
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экспериментально, однако четкого определения, что же такое межфазный слой, 

каковы его размеры, и почему он приводит к росту механических свойств, не 

существует. Другой гипотезой, связанной с разрушением материала, является 

критический размер трещины и направление ее распространения. Если размер 

наночастицы не превышает размер критической трещины, не возникает 

расслоения фаз под воздействием нагрузки [19; 20]. В случае достижения 

критической нагрузки, для распространения трещины требуется больше энергии, 

т.к. траектория распространения проходит по границе фаз, огибая твердые 

наночастицы. Из-за большого количества частиц на пути распространения 

трещины ее длина существенно увеличивается, тем самым увеличивая энергию 

разрушения материала. 

Еще один подход в понимании механических свойств наночастиц 

предлагают исследователи, занимающиеся развитием атомистических и 

молекулярно-динамических подходов к описанию деформационных процессов в 

твердом теле. Для наночастиц могут быть характерны идеальная кристаллическая 

решетка внутри частицы и перестройка структуры атомов на поверхности, 

которая может приводить к существенному росту упругих свойств материала. 

Именно данная группа исследователей говорит о том, что зависимость 

механических свойств от размера не монотонна, а имеет локальный максимум. 

Результаты атомистического моделирования не сходятся с данными 

экспериментов, а имеют другой тренд [21] – при переходе от одного атома к 

кластеру из атомов размером несколько нанометров – механические свойства 

кластера возрастают. 

Степень разработанности темы. Определение механических свойств 

наночастиц представляет собой сложную и важную для исследователей задачу, 

так как до сих пор их использование в качестве упрочняющего материала требует 

знаний о точных значениях упруго-прочностных свойств материала. Однако на 

сегодняшний день не существует стандартов механических испытаний по 

определению таких свойств. Следует отметить эмпирическое уравнение Холла-
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Петча, описывающее предел прочности материала от характерного размера зерна 

поликристаллического материала. До определенных размеров зерна предел 

прочности обратно пропорционален квадратному корню из характерного размера. 

Существующие подходы условно можно разделить на условные три 

направления: 

- дискретно-континуальные подходы, позволяющие определять 

механические характеристики через число и структуру атомов; 

- современные экспериментальные методы, позволяющие построить 

количественные зависимости деформации нанообъектов от приложенного 

нагружения и определить оценку масштабного фактора при изменении упругих 

свойств; 

- экспериментально-теоретические подходы, где аналитически или 

численно решается задача, которая описывает заданный эксперимент и затем 

осуществляется итерационный процесс, пока данные расчетов не совпадут с 

результатами экспериментов с заданной точностью. 

Каждый подход имеет свою степень разработанности, преимущества и 

недостатки, о которых будет изложено в первой главе. 

Целью работы является разработка метода определения модулей упругости 

наночастиц и установление взаимосвязи модулей упругости от их размера. 

Для выполнения поставленной цели необходимо было решить следующие 

задачи исследования: 

1. Построить математические модели, устанавливающие зависимости 

упругих параметров гетерогенного материала от содержания и 

упругих свойств материалов включений и матрицы при различных 

предлагаемых гипотезах гомогенизации. 



7 

2. Провести анализ предложенных моделей гомогенизации упругих 

свойств гетерогенного материала на основе полимерной матрицы в 

диапазоне содержания наночастиц от 0 до 100 %. 

3. Получить экспериментальную зависимость упругих характеристик 

эпоксидного композита от массового содержания наночастиц 

диоксида кремния от 0 до 5 вес. % и характерного размера включений 

от 10 до 63 нм.  

4. На основе экспериментальных данных и выбранных моделей 

рассчитать упругие характеристики наночастиц и установить 

зависимости модулей упругости гетерогенного материала от их 

характерного размера. 

5. Провести сравнение полученных зависимостей модулей упругости от 

характерного размера наночастиц путем сопоставления с данными 

расчетов методом молекулярной динамики и инструментального 

наноиндентирования. 

Научная новизна 

1. Предложена модель гомогенизации, позволяющая одновременно 

оценивать два упругих параметра Ламе гетерогенного материала в 

зависимости от упругих характеристик фаз; 

2. Для гетерогенных материалов развита экспериментальная методика 

определения двух независимых упругих параметра: модуля Юнга и 

модуля стесненного сжатия, основанная на испытании на стесненное 

сжатие, реализуемом в пределах единого эксперимента. 

3. Впервые предложен метод оценки модулей упругости 

нанодисперсных включений, основанный на использовании модели 

гомогенизации и экспериментальном измерении модулей Юнга и 



8 

стесненного сжатия ненаполненной эпоксидной смолы и 

нанокомпозита на ее основе. 

4. Установлен эффект возрастания модулей Юнга и стесненного сжатия 

нанодисперсных порошков диоксида кремния Таркосил и Аэросил на 

25 и 20 % соответственно при уменьшении среднего размера от 63 нм 

до 10 нм (при постоянной содержании 5 вес. %). 

Теоретическая значимость. Фундаментальные результаты, полученные в 

диссертационной работе, позволяют уточнить и расширить представления об 

упругих свойствах наночастиц и методах их определения. Разработанный метод 

позволяет в дальнейшем получать новые знания об упругих свойствах наночастиц 

в зависимости от их размеров. 

Практическая значимость. Результаты данной работы показывают 

возможность предсказания предпочтительных по типу и размеру нанодисперсных 

частиц, упругие характеристики которых определяются заранее путем испытания 

гетерогенных материалов. Предварительно определенные механические свойства 

позволят использование разработанной модели на стадии проектирования 

наполненных нанокомпозитов, что дает возможность научно обоснованно 

разрабатывать материалы с заранее заданными свойствами, тем самым 

существенно снижая количество экспериментальных исследований. 

Методология и методы исследования. При разработке модели описания 

упругих свойств гетерогенного материала использовали методы и подходы 

механики деформируемого твердого тела. Рассматривались задачи, описывающие 

одноосное напряженное и деформированное состояния в рамках решения задач 

теории упругости. Для связи уравнений равновесия гетерогенного материала и 

уравнений равновесия каждого из компонентов использована гипотеза 

Рахматулина Х.А. - Нигматулина Р.И., основанная на осреднении по объему. 

Экспериментальные исследования включали в себя просвечивающую и 

сканирующую электронную микроскопию для анализа формы и размеров частиц, 
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а также характера распределения частиц в эпоксидной матрице. Механические 

испытания на одноосное растяжение и стесненное сжатие по оценке упругих 

характеристик гетерогенных материалов проводили на универсальных 

испытательных машинах согласно принятым стандартам механических 

испытаний. 

Положения, выносимые на защиту: 

 Обобщение математической модели гомогенизации свойств, 

предложенной Рахматулиным Х.А. для газа с твердыми частицами, на 

упругое твердое тело в условиях одноосного напряженного и 

одноосного деформированного состояний, позволяющая 

одновременно оценивать два независимых упругих параметра Ламе; 

 Экспериментальная методика определения двух независимых упругих 

параметров, а именно модуля Юнга и модуля стесненного сжатия 

гетерогенных материалов, основанная на испытаниях на стесненное 

сжатие при однократном механическом нагружении; 

 Установленные экспериментально возрастающие тренды 

зависимостей модулей упругости гетерогенного материала от 

содержания нанодисперсных включений Аэросила и Таркосила: 

модуля Юнга на 7 и 15 % соответственно, модуля стесненного сжатия 

на 10 и 25 % соответственно; 

 Экспериментально-теоретический метод оценки упругих свойств 

наночастиц с помощью разработанных моделей гомогенизации и 

модулей упругости гетерогенного материала, наполненного 

наночастицами; 

 Зависимости модулей упругости наночастиц диоксида кремния с 

изменением размера, полученная с помощью предложенного 
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экспериментально-теоретического метода в диапазоне их размеров от 

63 до 20 нм. 

Достоверность результатов и обоснованность выводов по работе 

обеспечивается строгой постановкой задач; применением фундаментальных 

методов и подходов механики деформируемого твердого тела при построении 

модели; использованием современных экспериментальных методов исследований 

на сертифицированном оборудовании; применением апробированных методик, а 

также воспроизводимостью данных, полученных экспериментальным путем, и их 

статистической обработкой; согласием экспериментальных результатов с 

литературными данными и оценками, полученными на основе теоретической 

модели. 

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались и обсуждались на следующих международных и всероссийских 

конференциях и семинарах: 

XLIX Международной научной студенческой конференции «Студент и 

научно-технический прогресс» (Россия, Новосибирск, 2010); Международной 

научно-технической конференции «Нанотехнологии функциональных 

материалов» (Россия, Санкт-Петербург, 2012); XIV Ежегодном международном 

симпозиуме «Materials, Methods and Technologies» (Болгария, Sunny Beach, 2013); 

Международных конференциях «Физическая мезомеханика. Материалы с 

многоуровневой иерархически организованной структурой и интеллектуальные 

производственные технологии» (Россия, Томск, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020); V 

Международной конференции «Topical problems of continuum mechanics» 

(Армения, Цакхкадзор, 2017); IV Mеждународной научной конференции 

студентов и молодых ученых «Молодежь, наука, технологии: новые идеи и 

перспективы» (Россия, Томск, 2017); XII, XIII Международной конференции 

«Механика, ресурс и диагностика материалов и конструкций» (Россия, 

Екатеринбург, 2018, 2020); 8-м Российском симпозиуме «Проблемы физики 

ультракоротких процессов в сильнонеравновесных средах» (Абхазия, Новый 



11 

Афон, 2010); XXII и XXIII и XXIV, XXV Всероссийских конференциях 

«Численные методы решения задач теории упругости и пластичности» (Россия, 

Барнаул, 2011, 2013, Омск, 2015, Томск, 2019); IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV 

Всероссийских конференциях молодых ученых «Проблемы механики: теория, 

эксперимент и новые технологии» (Россия, Новосибирск, 2012, 2014, 2016, 2017, 

2018, 2019, 2020); III Всероссийской конференции, «Деформирование и 

разрушение структурно-неоднородных сред и конструкций» (Россия, 

Новосибирск, 2014); XII, XIV Всероссийских съездах по фундаментальным 

проблемам теоретической и прикладной механики (Россия, Нижний Новгород, 

2011, Уфа 2019); VI Всероссийской конференции «Высокоэнергетические 

процессы в механике сплошной среды» (Россия, Новосибирск, 2019).  

Публикации. Основное содержание работы изложено в 38 научных 

публикациях, включая 6 статей в рецензируемых изданиях, рекомендованных 

ВАК, 9 статей в журналах, включенных в библиографическую базу цитирования 

Web of Science и 12 публикаций, включенных в библиографическую базу 

цитирования Scopus. 

Личный вклад соискателя состоит в обсуждении цели и задач 

проведенных исследований, разработке и анализе теоретических моделей 

определения упругих модулей гетерогенных материалов от содержания 

включений, в планировании, подготовке и проведении экспериментальных работ, 

оригинальных подходах к проведению экспериментальных задач, в обработке и 

оценке полученных результатов, в написании научных статей. 

Соответствие паспорту заявленной специальности. Диссертационная 

работа по содержанию и методам исследования соответствует пунктам: 4 

«Механика композиционных материалов и конструкций, механика 

интеллектуальных материалов», 6. «Микромеханика, наномеханика, механика 

дискретных систем», 13 «Экспериментальные методы исследования процессов 

деформирования, повреждения и разрушения материалов, в том числе объектов, 

испытывающих фазовые превращения при внешних воздействиях» паспорта 
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специальности 1.1.8 – Механика деформируемого твердого тела, физико-

механические науки. 

Работа выполнена в рамках госбюджетного проекта СО РАН № 97 (2012, 

2014 г.); проекта ФЦП соглашение № 8020 (2012-2013 гг.); проектов РФФИ № 13-

08-01218-а (2013-2015 гг.), № 14-01-31295 мол_а (2014-2015 гг.), №16-08-00244-а 

(2016-2017гг.), № 16-31-00135 мол_а (2016-2017 гг.), гранта Министерства науки 

и высшего образования Российской Федерации (проект 075-15-2020-781). 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, четырех глав, заключения, списка литературы из 147 наименований. 

Всего 150 страниц машинописного текста, в том числе 57 рисунков и 6 таблиц. 

Благодарности. Автор выражает огромную благодарность своему 

научному руководителю академику, Фомину Василию Михайловичу. Выражаю 

признательность за помощь в разработке технологии получения эпоксидного 

связующего и композитах на его основе сотрудникам НИОХ СО РАН д.х.н. 

Малыхину Евгению Васильевичу, к.х.н. Вагановой Тамаре Андреевне, к.х.н. 

Шундриной Инне Казимировне. Выражаю глубокую благодарность сотрудникам  

ИГиЛ СО РАН чл.-корр. РАН, д.ф.-м.н. Карпову Евгению Викторовичу, к.т.н. 

Ларичкину Алексею Юрьевичу, сотруднику НГТУ д.т.н. Пелю Александру 

Николаевичу за ценные советы при подготовке экспериментов по механическим 

испытаниям, к.-ф.-м.н. ИТПМ СО РАН Брусенцевой Татьяне Александровне за 

активную помощь в проведении экспериментов. 
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Глава 1. Современные подходы к определению модулей упругости 

нанообъектов 

1. Закон Холла-Петча 

Создание гетерогенных материалов, с добавлением нанообъектов, может 

осуществляться различными способами с сохранением наноструктуры [22]. 

Например, современные достижения получения и обработки металлов, 

позволяющие получать наноразмерные структуры, активно влияющие на 

механическое поведение макроматериала. Примерами могут послужить металлы 

после интенсивной пластической деформации; нанокристаллическая керамика, 

полученная методами искрового плазменного спекания или диспергированные 

наночастицы в объеме материала способные внести существенные изменения в 

механическое поведение. 

Одним из примеров учета размеров структуры является закон Холла-Петча 

[23], эмпирически описывающий зависимость механических свойств 

поликристаллического материала от характерного размера частиц, входящих в 

него. Границы зерен в поликристаллическом материале способствуют 

повышению предела текучести, поскольку они являются препятствиями на пути 

движения дислокаций: 

0T

d


   ,     (1.1.1) 

где 
T

  - предел текучести материала, 
0

  - характерный предел текучести 

материала на макромасштабе, d  - размер зерна,  - постоянная величина, 

зависящая от особенностей кристаллической решетки, иногда называемая 

коэффициентом Холла-Петча. Из этой формулы следует, что мелкозернистые 

материалы имеют высокий предел текучести, причем рост предела текучести с 

уменьшением размера зерна происходит по степенной зависимости. Однако стоит 

отметить, что для ряда материалов, например, поликристаллического никеля и 

меди существует критический размер зерна 
кр

d , при котором 
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поликристаллический материал имеет максимальный предел текучести. Так, в 

работе [24] описана теоретическая модель, позволяющая описывать зависимость 

предела текучести материала за критическим размером зерна: 

0

1
dis

T

кр

P

d
  


  ,    (1.1.2) 

где 
dis

P  - энергия поглощенных дислокаций на границе зерна. В данной 

работе сделано предположение, что каждая дислокация может поглощаться 

границей зерна, что недостаточно физически обосновано, однако представленная 

модель позволяет хорошо описать свойства материалов. На рисунке 1 

схематически изображены оба описываемых закона, однако характер 

зависимостей до сих пор окончательно не установлен для широкого класса 

материалов, поэтому зависимости изображены прямыми линиями. Кроме того, 

окончательно не установлены факторы, определяющие критический размер зерна. 

В настоящей главе будут приведены разные подходы, как подтверждающие связь 

механических свойств с размером материала, так и опровергающие. 

 
Рисунок 1 – Зависимость предела текучести от размера зерна в 

поликристаллическом материале 

Активно развивающиеся области современной механики с разных сторон 

подходят к описанию фундаментальных механизмов, определяющих 

механические свойства и структуру нанообьектов, а также макроматериалов, 
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включающих в себя нанообъекты и их свойства. Определение таких физических 

параметров как распределение наночастиц по размеру, плотность наночастиц, 

кристаллическая структура наночастиц до сих пор требуют дальнейших 

исследований. Параллельно с этим развиваются подходы к описанию 

механических свойств нанобъектов. Прогресс в понимании механических свойств 

наноразмерных объектов ускорился с открытием и получением углеродных 

структур, таких как нанотрубки, графен, наноалмазы и фуллерены [25–27]. 

2. Атомистическое моделирование нанообъектов 

Описание деформационного поведения гетерогенных материалов с 

наночастицами требует многомасштабного подхода, так как наночастицы 

оказывают существенное влияние на структуру и деформационное поведение 

материала на атомном уровне. Растущие вычислительные мощности вместе с 

современными математическими методами позволяют проводить атомистическое 

моделирование [28], достигая относительно больших размеров образца с учетом 

межатомных потенциалов. Одним из современных направлений в понимании 

механических свойств на наноуровне является проведение микромеханических 

испытаний [29; 30] образцов для сопоставления с результатами атомного 

моделирования. Рассматривая подходы атомистического моделирования для 

описания свойств наночастиц следует сказать о большом разнообразии 

вычислительных методов, применяемых для описания процессов различных 

времен и масштабов. Все они подразумевают моделирование поведения вещества, 

базовым структурным взаимодействующим элементом которого является объект 

не крупнее молекулы. В атомистическое моделирование входят методы квантовой 

химии, молекулярной механики и динамики, метод Монте-Карло. Упругие 

характеристики наночастиц связаны исключительно силами взаимодействия, 

действующими между атомами, и слабо зависят от температуры. Следует 

отметить, что тепловые составляющие, связанные с нагреванием и охлаждением 

наночастицы, требуют особого исследования [31; 32]. 
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Моделирование упругих свойств нанообъектов реализуется при условии, 

что температуры не слишком велики. Тогда атомы твердого тела, в основном, 

колеблются около своих положений равновесия. Для определения их 

перемещений в пространстве необходимо иметь модели атомов и силы или 

энергии взаимодействия между ними. Существующие математические модели 

БНЛ (Брэгга-Ная-Ломера), Дюлонга-Пти и другие с использованием 

«классического» ансамбля для уравнения состояния в форме Ми-Грюнайзена из 

данных экспериментов по положению адиабаты пористых образцов или 

модельных представлений, предложенных Слейтером и Ландау, позволили 

получить хорошие результаты, но для больших давлений и температур. Вопрос 

для умеренных температур и давлений остается пока открытым. Как уже 

упоминалось, «классическая» модель одномерного осциллятора не позволяет 

получить необходимого результата, авторы обобщают модель, увеличивая число 

слоев в осцилляторах. В работах [33–37] для анализа упругости твердых тел 

используется модель двойного слоя. Взаимодействие атомов первого слоя 1 с 

атомами второго слоя 2 показаны на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Модель двойного слоя атомов 

Процесс образования сдвига и пластических деформаций в модели двойного 

слоя следует рассматривать, учитывая изменения межатомных расстояний, как в 

перпендикулярном, так и в поперечном направлениях. В работах [33–37] авторы 

ограничиваются только растягивающими напряжениями. Силы отталкивания и 

притяжения между атомами, а, следовательно, энергия притяжения 
1W  и 

отталкивания 
2W  определяются в виде: 

1 2, ,
n

B A
W W

r r
         (1.2.1) 
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где A  и B  - параметры взаимодействия, зависящие от природы твердого 

тела, n  - показатель степени, следовательно, полная энергия взаимодействия 

,
n

B A
W

r r
    r  - расстояние между атомами 1 и 2. Сила взаимодействия между 

атомами F  по определению равна 
dW

F
dr

  и легко может быть вычислена, если 

известна функция  W r  через (1.2.1). Устойчивое состояние системы 

определяется в точке 
0r r , где функция F  имеет минимум, то есть 

1

1

0

nA n
r

B

 
  
 

, 

а энергия взаимодействия 0W   при 
0 0

0
n

e e

A B

r r
  , где 

1

1

0

n

e

A
r

B

 
  
 

, что позволяет 

связать величины 
1

1
0 0

n
er r n   и 

min

0

1B n
W

r n


  с учетом полученных соотношений 

сила взаимодействия и полная энергия могут быть представлены в виде:  

1 2

0 0 0 0

2 1 2

0 0

,  
n n

e e

n n

e

B r r B r r
F W

r r r r r r





   
      

   
.    (1.2.2) 

Если ввести смещение по отношению к равновесному расстоянию 
0r  по 

формулам  0 0/x r r r   и  0 0/e e ex r r r  , то выражения (1.2.2) могут быть 

переписаны в виде: 

     
1 22

0 0

1 1 1 1
,  

11 1 1
n n

B B
F W

r r xx x n x


   
  

.  (1.2.3) 

Введение этих переменных удобно, так как они связаны непосредственно с 

относительной деформацией 
0  /r r   следующим соотношением 1x   . 
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Таким образом, относительное смещение линейно связано с , то d dx  , и 

модуль Юнга E  можно найти как произведение 
dF

dx
 при 0x  , умноженное на 

количество атомов 
sN , приходящихся на единицу площади двойного слоя: 

 2

0

1s

B
E N n

r
  .     (1.2.4) 

Если пересчитать коэффициент 
2

0

s

B
N

r
  через объемную плотность атомов 

vN , то модуль Юнга будет иметь вид: 

 292,3 10 1vE N n    .    (1.2.5) 

Численные значения модуля упругости, вычисленные по формуле (1.2.5) 

для нулевой равнодействующей силы, дают результаты на порядок меньше 

экспериментальных данных для обычных по размерам многих материалов. Чтобы 

исправить данную ситуацию, авторы [13-17] предположили вычислять E  при 

отрицательном смещении x  от положения равновесия, то есть в точке, где силы 

отталкивания превышают силы притяжения. Такой точкой может быть та, где 

0W  , и тогда легко вычислить модуль Юнга как: 

   
324

29 13 12,3 10 1 2
n

nn
vE N n n


     .   (1.2.6) 

Данный подход позволяет пересчитать макроскопические упругие 

константы через потенциал межатомного взаимодействия. Как показали расчеты 

по полученной формуле, результаты дают хорошее совпадение с данными 

экспериментов для большинства элементов таблицы Менделеева, но определены 

они при нулевой энергии межатомного взаимодействия, что не имеет аналога в 

классической физике в рамках модели двойного слоя и может быть объяснено 

только с использованием квантовых механизмов взаимодействия. Тем не менее, 

предложенная упрощенная математическая модель двойного слоя позволила 
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достаточно хорошо описать реальную прочность твердых тел, поверхностное 

натяжение расплавов неорганических веществ и предел прочности 

неорганических веществ и ждет своего обоснования. 

Чуть раньше под руководством академика Морозова Н.Ф. проводились 

работы по определению упругих характеристик нанообъектов на основе 

дискретной модели двумерного нанокристалла, обладающего гексагональной 

плотноупакованной (ГПУ) решеткой. Взаимодействие между атомами считается 

парным. Следуя работе [18], двумерный монокристалл представим на рисунке 3, 

имеющим бесконечную длину в направлении оси x  и 2N   атомных слоев в 

направлении оси y . 

 
Рисунок 3 – Двумерная монокристаллическая полоса 

Как показано на рисунке 3, каждый атом взаимодействует с ближайшими 

соседями. На торцах кристалла к атомам приложены постоянные растягивающие 

силы Q . Деформирование состояния кристалла в данном случае полностью 

определяется расстоянием a  между соседними атомами в каждом слое и 

расстоянием h  между слоями. Обозначим расстояние между ближайшими 

атомами b , и тогда 
2

2 2

4

a
b h  . В недеформированном состоянии 0Q   решетка 

атомов состоит из равносторонних треугольников с ребром 
0a b a  . Проектируя 

на направление  уравнение равновесия атома, находящегося на поверхности 
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кристалла, находим  2
h

Q F b
b

 , где  F b  - сила взаимодействия между атомами 

в точке r b . Если мысленно разрезать кристалл вертикальной прямой AB , 

следуя рисунку 3, и подсчитать нормальные составляющие сил, действующие по 

оси x  с двух сторон, получим 

     1 1
2

a
H N F a N F b

b
     ,    (1.2.7) 

где 
1  - нормальное напряжение в направлении x , H  - толщина кристалла в 

направлении y . Величина H  принципиально не может быть определена 

однозначно, так как, с одной стороны, толщина кристалла равна  1H N h  , а с 

другой стороны, H N h  . Поэтому, если обозначим *

defH N h , то 

*1N N N   , где 
*N  - величина, отражающая произвол в определении H . 

Учитывая малые деформации кристалла в направлениях x  и y , можем записать: 

   1 1 2 1 1 2

*

3 3
9 1 3 1 , ,

12 4

C
N N C

N
               (1.2.8) 

где C  - жесткость межатомной связи, а 
1   и 

2  - деформации кристалла в 

направлениях x  и y . Однако по данным экспериментов бесконечный кристалл с 

гексагональной плотноупакованной кристаллической решеткой изотропен, а из 

полученных формул (1.2.8) следует, что наноразмерный кристалл будет 

анизотропным. Таким образом, упругие характеристики нанокристалла 

существенно зависят от числа атомарных слоев, формирующих нанокристалл. 

Указанная неоднозначность в определении модуля Юнга, очевидно, проявляется 

для всех механических характеристик, в определение которых существенно 

входит понятие размера нанообъекта. Таким образом, как утверждают авторы 

[38], понятия классической механики сплошной среды должны использоваться с 

большой осторожностью при применении их к нанообъектам. Особое внимание 

следует уделять величинам, принципиально неоднозначным на наноуровне 
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(таким, как модуль Юнга). Попытка уточнить полученные выше противоречия 

была предпринята авторами в работе [39]. При этом для анализа использовалась 

энергия деформирования и соотношения Коши-Грина, однако результаты 

вычислений практически полностью приводят к тем же значениям 

коэффициентов жесткости 
knC , что и в работе [38]. Однако авторы [39] 

существенно усложнили математическую модель двухслойного кристалла, как 

показано на рисунке 4. 

 

Рисунок 4 – Модель двухслойного кристалла 

Стрелками указана область взаимодействия атомов с соседями. Такой 

подход не только усложняет расчет, но и увеличивает произвол в определении 

размеров нанокристалла. Это приводит к дополнительной неоднозначности в 

определении всех величин, зависящих от размеров нанокристалла и, в первую 

очередь, модуля Юнга. При учете воздействия удаленных атомов механические 

характеристики существенно зависят от функционального вида потенциала 

взаимодействия. В общем виде получить аналитическое решение поставленной 

задачи затруднительно, но если допустить, что сила межфазового взаимодействия 

достаточно быстро убывает с расстоянием, то построить приближенное решение 

по аналогии с результатами [38] возможно. В этом случае удается записать 

потенциальную энергию кристалла через потенциальную энергию 

взаимодействия атомов, которая представляется как функция квадрата 

расстояния. Классический анализ полученных результатов позволяет получить, 

что коэффициент Пуассона не зависит от числа атомных слоев и в точности равен 

своему макроскопическому значению 1/3, а известный потенциал взаимодействия 

Леннарда-Джонса по энергии связи, полученной выше, будет отличаться всего на 

0,5 %, что позволяет для исследования поведения кристалла при деформировании 

использовать метод молекулярной динамики [40; 41]. При этом удается оценить, 
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что для достижения погрешности в 1 % при одномерном моделировании 

требуется порядка 100 атомов, в двумерном случае – 10
4
, а в трехмерном 10

6
. 

Расчет подобных систем в настоящее время вполне доступен на современных 

компьютерах, что позволяет для анализа таких систем использовать методы 

молекулярной динамики в макроскопической области. 

Используя вышеприведенные рассуждения, авторы [42] исследовали 

изгибную жесткость нанокристаллов. Для этого двумерный монокристалл, 

имеющий 2N   слоев в направлении оси y  и j N  слоев в направлении оси x , 

представим так, что атомы взаимодействуют только с ближайшими соседями, что 

показано на рисунке 5. К атомам на боковых гранях кристалла приложены силы 

nQ , где индекс n  означает номер слоя  1, 2n N  . При переходе от одного слоя 

к другому силы изменяются по линейному закону, причем таким образом, что 

суммарная нагрузка, действующая на боковую грань кристалла, является чисто 

моментной, то есть 

1

0, 
N

n

n

Q



1

.
N

n n

n

R Q M


     (1.2.9) 

 

Рисунок 5 – Изгиб нанокристаллической полосы 
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Как следует из данных, приведенных на рисунке 5, деформированное 

состояние монокристаллов полностью определяется расстояниями jna  между 

соседними атомами, jnb  между ближайшими атомами в соседних слоях. 

Используя линейное приближение при взаимодействии сил  F r  в атомной 

решетке кристалла, имеем 

   ,jn jn jn jnF a C a F b C b    ,    (1.2.10) 

где C  - жесткость межатомной связи. Такой упрощенный вариант является 

вполне обоснованным, так как мы изучаем только упругие деформации. Разрезая 

мысленно кристалл вдоль вертикальной прямой АВ, как показано на рисунке 5, и 

суммируя силы, действующие с одной стороны кристалла на другую, находим 

изгибающий момент, который равен величине M . В этом случае, как и в [39], 

возникает неоднозначность в определении толщины H  нанокристалла, что и 

приводит к неоднозначности определения модуля Юнга 
1E  и, как следствие, к 

неоднозначности изгибной жесткости монокристаллической полосы D . Было 

показано, что изгибная жесткость однослойной полосы отличается от 

экспериментальных данных в 25 раз меньше. Однако экспериментальные данные 

получены для макроскопической полосы. Альтернативным способом определения 

изгибной жесткости является решение задачи о деформировании 

монокристаллической полосы при ее изгибе в кольцо. Данная задача 

экспериментально решена группой под руководством Принца В.Я. [43–45]. 

Деформирование монокристаллической полосы, в данном случае в кольцо, будет 

линейным по деформациям, но геометрически нелинейным по перемещениям, 

поэтому решение может быть осуществлено методом молекулярной динамики 

[46]. Для моделирования системы InGaAs использовался потенциал в форме 

Терсофа [47] с набором констант, предложенным в [48]. Характерной 

особенностью данной параметризации является достаточно точное описание 

упругих свойств кристаллической решетки. Следуя результатам [49; 50], для 

моделирования взаимодействия с жертвенным слоем в процессе селективного 
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травления в потенциальную энергию системы вводится внешний потенциал 

взаимодействия в виде 

    
2

,i i i nW r t K t r r  ,    (1.2.11) 

где  iK t - линейно спадающая в процессе травления функция. 

   
0

0

,   ,

/ ,  , 

0,  , 

s

i

s s s

i i i i

s

i

K t t

K t K t t t t t t t t

t t t

 


        


  

    (1.2.12) 

где 
s

it  – начало и t  – продолжительность травления атомов жертвенного 

слоя под атомом с номером i . Уравнения движения интегрировались с помощью 

скоростной модификации схемы Верле. Атомы расположены в узлах 

кристаллической решетки типа алмаза с константой решетки 
GaAsa . Для расчета 

синтеза достаточно длинных нанотрубок применялись периодические граничные 

условия в направлении вдоль оси y . В процессе отслоения от подложки 

потенциальная энергия бинарного слоя уменьшается линейно со временем, а 

кинетическая энергия растет, причем ее рост приостанавливается в момент 

замыкания нанотрубки. Данная картина сворачивания нанотрубки имеет место 

при достаточно малой скорости отслоения гетероструктуры от подложки, при 

большей скорости отслоения сворачивания бинарного слоя в нанотрубку не 

происходит. Следует заметить, что радиус образовавшейся нанотрубки  R  

достаточно просто и с хорошей точностью измерить. Проводя сравнение 

радиусов, полученных из расчетов и данных экспериментов, можно делать 

выводы о наноструктурных параметрах, заложенных в математическую модель, 

описывающую данный процесс. 

Следуя результатам работы [51], можно вычислить радиус кривизны 

образующейся нанотрубки  elR  и соответственно  MDR  – на основе 
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молекулярно-динамического расчета [49] и  expR  – данные эксперимента [43] и 

привести в таблице 1: 

Таблица 1. Радиусы кривизны нанотрубок 

Гетероструктура elR , нм 
MDR , нм expR , нм 

2ML Ga As+1ML In As 6,5 4,4 1,5 

2ML Ga As+1ML In0,8 Ga0,2 8,2 5,2 5 

Как видим, результаты расчетов и экспериментов расходятся достаточно 

сильно, что связано, на наш взгляд с неудовлетворительной оценкой влияния 

свободных поверхностей в гетероструктуре. Учет свободной поверхности в 

рамках континуальной механики осуществляется введением поверхностной 

энергии, зависящей от площади свободной поверхности, что приводит к 

изменению плотности потенциала энергии [51]. В результате проведенных 

уточнений модели [51] удается уточнить расхождение данных модели и 

экспериментов для указанных в таблице 1 гетерогенных структур довести их 

расхождение до 5 %. Таким образом, следует утверждать, что на основе 

проведенных молекулярно-динамических расчетов и сравнения с 

континуальными моделями расчет геометрических параметров нанотрубок с 

толщиной слоев более двух монослоев можно с достаточной точностью 

выполнять в рамках теории упругости при условии корректного учета 

поверхностной энергии. 

Существование однослойных нанотрубок, как показывают эксперименты, 

возможно только при необходимости учета моментного взаимодействия между 

атомами, в противном случае однослойная нанотрубка не имела бы изгибной 

жесткости и была бы неустойчивой. Учет моментного взаимодействия атомов на 

наноуровне проведен в работах [52–54]. Показано, что парное моментное 

взаимодействие атомов для механической модели, описывающей двумерную 

гексагональную кристаллическую решетку, будет устойчиво, и найдены 
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критерии, связывающие основные физические параметры. Однако расчеты 

показывают, что она дает сильно заниженное отношение поперечной жесткости 

связей к продольной. 

Известно, что нанотрубки могут подвергаться большим деформациям, не 

теряя при этом упругих свойств [55]. Используя эту гипотезу и теорию упругих 

оболочек, авторы работы [54] построили моментную теорию изгиба 

монокристаллической полосы, что позволило сформулировать методику 

проведения эксперимента, на основе которого может быть найдено значение 

изгибной жесткости нанооболочки. Однако проведение экспериментов – это дело 

будущего. В последнее время появился целый ряд работ [56–58], где делается 

попытка устранить отмеченные выше недостатки по определению эффективной 

жесткости. Исследовался трехмерный нанокристалл, обладающий 

гранецентрированной кубической решеткой. Упругие свойства данной 

кристаллической структуры анизотропны. Сравнение, проведенное по 

напряженно-деформированному состоянию для нанобруса и нанопластины, дало 

неплохие результаты, и имеются качественные совпадения. 

В связи с интенсивным развитием вычислительной техники существенно 

расширились возможности дискретных подходов описания механического 

поведения твердых тел. Одним из таких подходов, основанных на первых 

принципах, является метод молекулярной динамики, позволяющий с помощью 

задания потенциала межатомного взаимодействия описывать различные физико-

механические эффекты, сопровождающие деформирование твердых тел. При 

этом, чтобы провести численный эксперимент, необходимо задать потенциал 

взаимодействия, описывающий конкретный материал, и начальные, и граничные 

условия, от которых существенно зависит конкретный результат [59–62]. 

Показано, что использование потенциала Леннарда-Джонса и его модификация 

дает приемлемые результаты по модулю сдвига и модулю Юнга для меди и 

алюминия. 
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3. Экспериментальные методы определения механических свойств 

нанообъектов 

Проведение экспериментальных исследований по определению 

механических свойств наночастиц представляет собой актуальную задачу 

современной механики – не существует стандартных методик определения, 

устройств и оборудования, позволяющих достоверно судить о механических 

свойствах нанообъектов. В работах, описывающих свойства механической смеси, 

зачастую упругие характеристики наночастиц приравнены к свойствам 

макроматериала или взяты из технического описания используемых включений, 

что не является таковым. Тем не менее, современное развитие экспериментальной 

техники позволяют разрабатывать способы механических испытаний и 

определять физические свойства наноразмерных объектов, среди которых можно 

выделить такие методы как инструментальное индентирование, атомно-силовая 

микроскопия, определение собственных частот колебаний нанообъектов, 

одноосное растяжение и сжатие с анализом перемещений с помощью электронной 

микроскопии и другие. 

3.1 Инструментально наноиндентирование 

Наиболее распространённым методом определения механических свойств 

таких нанообъектов как нанопленки, наночастицы и нановолокон является 

наноиндентирование [63]. Под наноиндентированием понимают совокупность 

методов индентирования, применимых для малых объемов [64]. Сущность 

данного метода для определения модуля упругости материала заключается в 

построении диаграммы усилия, прикладываемого к индентору, и глубина 

вдавливания индентора. Полученная экспериментальная зависимость 

моделируется решением Снеддона [65] с учетом упругой деформации индентора. 

Реализация этого метода описана в работе Оливера и Фарра [66] и принята за 

стандарт испытаний [67] и показана на рисунке 6. Твердость H  образца 

рассчитывается как отношение максимальной приложенной нагрузки 
maxP  к 

площади отпечатка A : 
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maxP
H

A
 .     (1.3.1) 

Связь между площадью и глубиной отпечатка определена как 
2( )c cA h ah , 

где a  - коэффициент, зависящий от формы и глубины вдавливания индентора, а 

контактная глубина связана с прикладываемой нагрузкой соотношением: 

 
Рисунок 6 – Отпечаток индентора на поверхности испытываемого образца (слева) 

и фиксируемая диаграмма сила-глубина вдавливания (справа) 

max
maxc

P
h h

s
  ,     (1.3.2) 

где   - коэффициент формы индентора, а 
dP

s
dh

  - угол наклона кривой 

разгрузки. Приведенный модуль упругости 
*E  определяется по формуле: 

*

2

s
E

A


 .      (1.3.3) 

С учетом упругих характеристик индентора имеем: 

2 2

*

1 1 1 i

iE E E

  
   ,     (1.3.4) 

где  , E  и ,i iE  коэффициенты Пуассона и модули Юнга испытываемого 

материала и индентора соответственно. Сила со стороны магнитного поля 

катушек воздействует на шток, к которому закреплен индентор Измерение 
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твердости материала как наиболее простой метод оценки механических свойств 

широко применяется в промышленных и лабораторных предприятиях. 

Использование небольших нагрузок вдавливания индентора и повышение 

точности измерения отпечатка дали возможность оценивать свойства в 

микродиапазоне [50–52]. Так, например, в работе [53] показан переход от 

значений макротвердости к значениям микротвердости. В работах Яновского 

Ю.Г. и соавторов [13; 14] описано определение модулей упругости, используя 

АСМ и наноиндентирование. Образцы полимерного материала, наполненного 

наночастицами глины (шунгит) вырезались из отливки ножом микротома для 

уменьшения шероховатости. Затем кантилевером АСМ сканировалась 

поверхность в полуконтактном режиме и строилась топография поверхности 

образца для определения расположения наночастиц в полимере. Затем по 

методике Оливера-Фарра с различными нагрузками и временами вдавливания 

определялись контактные модули упругости. В представленных работах удалось 

измерить механические свойства межфазного слоя, образованного на границе. В 

то же время отмечено, что измеряемые при индентировании макрохарактеристики 

на порядок меньше тех же характеристик при наноиндентировании. Метод 

микроиндентирования дал возможность оценивать локальные механические 

характеристики для гетерогенных материалов [68]. Дальнейший прогресс в 

разработке приборов и методов для индентирования позволяет прикладывать 

сверхмалые нагрузки, оценивать нанометровое измерение перемещения и 

обеспечивать точность позиционирования образца [69; 70]. В современных 

наноинденторах используются алмазные наконечники индентора в виде 

четырехгранной пирамиды с радиусом закругления 10-200 нм. Нагрузка 
maxP , 

прикладываемая к образцу, может составлять всего 10
-12

 Н, а измеряемая площадь 

A  может составлять менее 100 нм
2
 [14]. 

Как видно из рисунка 7, область, соответствующая нанодиапазону 

измерений, хорошо пригодна для мягких материалов, таких как резина, 

пластмасса и цветных металлов. Для наноиндентирования стали и твердых 
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сплавов, а также керамики измерение площади и глубины отпечатка требует 

большей аккуратности из-за возрастающих требований к оценке к измеряемым 

величинам усилия и глубины индентирования. Значения твердости и модуля 

упругости как правило завышаются при уменьшении глубины вдавливания 

индентора [71]. Данный феномен получил название размерный эффект 

(Indentation size effect) [72] и связан с необходимостью определения корректной 

оценки площади отпечатка, учета эффекта упрочнения материала при 

преодолении предела пластичности, оценки скорости деформации материала. 

Особенности наноиндентирования связаны с предельными режимами работы 

определения кривой нагрузка-перемещение, высокими требованиями к точности 

исполнения формы индентора, радиуса закругления и геометрии наконечника 

индентора [72; 73], возникновения «прилипания» материала образца к индентору 

из-за статических сил. Отсутствие учета всех этих поправок приводит к 

завышенным значениям модуля упругости. 

  

Рисунок 7 – Диапазон усилий и глубин вдавливания, применяемый для различных 

методик индентирования, согласно ГОСТ 8.748-2011 [67] 

Как отмечается в работах [63; 64], при наноиндентировании предел 

текучести материала выше, чем для больших объемов вытесняемого материала. 

Однако на практике затруднительно разделить упругую и пластическую 

деформацию при индентировании. В случае упругого материала образуется 

прогиб всей поверхности отпечатка по контуру (sink-in), а в случае пластичного 
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материала – выдавливание материала в навалы по краям (pile-up). В работе [71] 

показано, что эффект становится существенным, когда отношение остаточной 

глубины отпечатка индентора и максимальной глубина вдавливания больше 

max 0,7
c

h

h
 . При измерении упругих свойств нанообъектов радиус закругления 

индентора становится сопоставим с характерным размером исследуемого образца 

(толщина пленки, диаметр наночастиц и т.д.), подход Оливера-Фарра не может в 

полной мере описать деформационные процессы. На таких масштабах, разделить 

размерный эффект, вносимый используемым методом инструментального 

индентирования, и эффект изменения механических свойств исследуемых 

материалов с уменьшением характерного размера, на практике крайне 

затруднительно [63; 71]. Поэтому для использования методики Оливера-Фарра 

характерный размер образцов должен быть в 10 раз больше отпечатка индентора, 

а глубина отпечатка в 20 раз больше шероховатости поверхности [67]. 

3.2. Атомно-силовая микроскопия 

Одним из широко-используемых подходов к определению механических 

свойств нанообъектов является методы атомно-силовой микроскопии (АСМ) [74]. 

В АСМ поверхность образца сканируется наконечником, закрепленным на 

упругой балке, называемой кантилевером. Схема представлена на рисунке 8. Во 

время сканирования образца, производится измерение силы между 

колеблющимся наконечником и образцом путем измерения отклонения 

кантилевера. В то время как в колебательном режиме удается построить рельеф 

поверхности с атомным разрешением, контактные режимы атомно-силовой 

микроскопии предназначены для определения механических характеристик 

поверхности образца. Характерные размеры кремниевых и нитрид кремниевых 

кантилеверов составляют 100-200 мкм в длину, 20-40 мкм в ширину и 0,5-1 мкм в 

толщину. В качестве наконечников кантилевера могут использоваться 

микросферы (1-30 мкм) оксида кремния или оксида циркония, кремниевые или 

нитрид кремниевые пирамиды, для достижения атомарной точности используют 

наконечники с углеродной нанотрубкой [74]. Расчет модуля упругости может 
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осуществляться по методике Оливера-Фарра [66], как и при инструментальном 

наноиндентировании. В случае наконечников в виде микросфер или малых 

глубин вдавливания (сопоставимых с радиусом закругления наконечника) 

решается контактная задача Герца между двумя упругими сферами. При этом на 

данных масштабах необходимо учитывать силы Ван-дер-Ваальса, адгезионные и 

капиллярные силы. Модели позволяющие описывать контактное взаимодействие 

наконечника кантилевера с образцом учитывают работу адгезионного 

взаимодействия W, как показано на рисунке 9 [10; 75]. Лишь в случае, когда силы 

адгезии составляют менее пяти процентов, применима теория Герца. В остальных 

случаях требуется адекватный выбор используемой модели описания контактного 

взаимодействия [76]. 

 
Рисунок 8 – Схема работы атомно-силового микроскопа 

Поэтому при условии точного значения упругих постоянных кантилевера 

для каждого значения нагрузки можно вычислить жесткость образца. Для того, 

чтобы связать жесткость образца с модулем упругости, нужно знать радиус 

контакта, а, следовательно, деформации образца. Это невозможно, так как 

деформация также зависит от поверхностной энергии W, а при выводе силы 

отталкивания необходимо иметь значения модуля Юнга, то есть величину, 

которую нужно определить экспериментально. Достаточно точные значения E  

по формуле (6) могут быть получены при условии, что исследуемые материалы 

или экспериментальные условия приближаются к пределу Герца-Снеддона, и 
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поэтому величина модуля Юнга обычно получена из высоконагруженной части 

кривая нагрузки с целью исключения влияния поверхностных энергий. В работах 

[77; 78] представлены модели, учитывающие адгезию, а в работах [75; 76] 

определены границы применимости той или иной модели в зависимости от 

свойств материала, номера элемента, поверхностной энергии и параметров 

индентирования, изображенные на рисунке 9. Использование АСМ хорошо 

применимо для материалов, упругие модули которых меньше модулей 

кремниевого индентора. Так, в работе [79] проведены расчеты приведенного 

модуля упругости для широкого класса полимерных материалов согласно 

методике Оливера-Фарра и получены хорошие совпадения с табличными 

данными. В работе [75] удалось построить зависимость модуля упругости от 

толщины стенки полых кремниевых микросфер. 

 

Рисунок 9 – Границы применимости потенциалов, учитывающих адгезию 

кантилевера и измеряемого материала 

3.3. Определение частоты собственных колебаний 

Кантилевер АСМ может быть использован для возбуждения колебаний для 

свободно опертой балки с поперечными размерами менее 100 нм [80]. Внешнее 

электрическое поле прикладывается между держателем образца и наконечником 

кантилевера, индуцируя колебания в зависимости от сил поляризации, 
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действующих на Кантилевер. Изменяя частоту электрического поля и 

интенсивность, удается охарактеризовать спектр резонансных частот, когда 

кантилевер не касается образца. При контакте кантилевера с образцом 

резонансные частоты смещаются в соответствии с частотами балки. Такой метод 

может быть использован для измерения модуля Юнга. В работах [81; 82] 

предложен метод измерения упругих свойств нанообъектов на основе 

собственных частот. Для полимерных и металлических нанотрубок, 

расположенных над порами, измеряется частота колебаний. Используя 

колебательное электрическое поле, кантилевер контактирует с нанотрубкой в 

середине пролета. Учитывая собственные частоты колебаний кантилевера, можно 

определить упругие характеристики нанотрубок, используя задачи для колебания 

балки на опорах. 

 
Рисунок 10 – Определение собственных частот нанотрубок с помощью атомно 

силового микроскопа: слева – нанотрубки на подложке; справа – нанотрубка, 

подходящая для проведения измерений 

В работе [81] проведены измерения модуля Юнга резонансным методом 

нанотрубок поликарбоната диаметром от 30 до 250 нм. Нанотрубки были 

осаждены на пористую поверхность полиэтилена с диаметром пор от 0.8 до 3 

мкм. С помощью оптического микроскопа определялись участки, где нанотрубка 

лежала над порой. Показано, что модуль Юнга возрастает на два порядка в 

измеряемом диапазоне диаметров нанотрубок. Авторами работ по акустической 

атомно-силовой микроскопии отмечены и недостатки метода. Неточности в 
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измерении массы образца и кантилевера из-за адсорбции влаги на поверхности, 

вызывающие смещения по пикам частот. Кроме того, при моделировании 

колебаний балки необходимо иметь четкое представление о граничных условиях. 

Так, в работах [81; 82] нанотрубки не были закреплены на полимере, при этом 

граничные условия при решении уравнения о колебаниях балки рассматривались 

как свободные, так и жестко защемленные. Экспериментальные данные лучше 

описывались решением о колебаниях балки с жестко защемленными краями. 

3.4. Одноосное растяжение и сжатие в наномасштабе 

Сочетание высокоточных систем измерения нагрузок и перемещений дают 

возможность разрабатывать различные механические испытания в наномасштабе. 

Реализуя напряженно-деформированное состояние в образце, АСМ или 

наноиндентор используется как испытательная машина, фиксирующая диаграмму 

«напряжение-деформация». В совокупности с современными методами 

подготовки образцов для наномеханических испытаний и визуализацией в 

наномасштабе наноиндентирование и атомно-силовая микроскопия дают 

возможность проводить испытания образцов и на одноосное сжатие и растяжение, 

трехточечный изгиб или кручение. 

Реализация сжатия наночастиц на подложке с помощью наноиндентора с 

достаточно большим радиусом закругления описана в [72; 83–86]. Радиус 

закругления индентора был много больше радиуса частицы R r . С помощью 

АСМ в полуконтактном режиме определена форма и размер наночастиц, а затем, 

используя наноиндентор, выполнено одноосное нагружение частиц. Затем с 

помощью кантилевера измерена форма и размеры деформированных частиц. Для 

оценки модуля упругости аналитически решались две задачи: сжатие цилиндра 

высотой и диаметром 2r  между двумя жесткими плоскостями. Для нижней 

оценки наночастица представлялась в виде цилиндра, лежащего на образующей, 

как показано на рисунке 11 слева, а при и больших деформациях наночастица 

становится бочкообразной и представлялась в виде цилиндра, сжатого между 

двумя плитами, как на рисунке 11 справа. 
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Рисунок 11 – Схема одноосного сжатия для наночастицы с помощью 

сферического индентора с большим радиусом закругления. Слева модель для 

верхней оценки модуля Юнга, справа – модель для нижней оценки 
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где max , ch h  - максимальная и остаточная глубина вдавливания индентора. 
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Даже по нижней оценке рассматриваемые наночастицы показали рост 

модуля Юнга, при уменьшении диаметра частиц: для диоксида кремния со 100 нм 

до 40 нм в три раза, для частиц оксида титана со 150 до 35 нм в 2,5 раза. 

В работе [30] проводили измерения механических свойств монослоя 

графена с помощью наноиндентирования и атомно-силового микроскопа. Схема 

эксперимента показана на рисунке 12. 
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Рисунок 12 – Схема изгиба монослоя графена 

Для этого на подложке из кремния предварительно вытравливался массив из 

отверстий диаметром 1 и 1,5 мкм. Толщина подложки составляла 500 нм. Затем 

хлопья монослоев графена осаждались на подложку, и оптическим микроскопом 

был найден участок, где монослой графена плотно прилегал к отверстиям на 

подложке. С помощью атомного силового микроскопа бесконтактным методом 

находился центр отверстия и с точностью в 50 нм устанавливался индентор с 

радиусом закругления около 30 нм. Механическое испытание проводилось с 

постоянной скоростью перемещения, а циклы нагружение-разгрузка происходили 

несколько раз. После измерения упругих свойств индентор нагружался снова 

вплоть до разрушения. Таким образом, удалось измерить прогибы монослоя 

графена. Используя решения задач теории упругости, выписаны значения модуля 

для прогиба мембраны. Приняв, что монослой графена имеет нулевую жесткость 

и, проведя эксперименты для разных прогибов и длин пролета, удалось 

определить модуль упругости графена на растяжение и усилие разрыва.  

Для реализации одноосного растяжения серебряных нановолокон в работе 

[87] использовали кантилевер атомно-силового микроскопа, установленный в 

камере сканирующего электронного микросокопа. Сила прикладывалась с 

помощью микроманипулятора (рис. 13), а усилие оценивалось по изгибу 

кантилевера. Длина образцов составляла от 3 до 5 мкм. Перемещение оценивалось 

с помощью детектора сканирующего электронного микроскопа. Показано, что 

модуль упругости нановолокон при диаметре большем 80 нм соответствует 

модулю объёмного материала. При уменьшении диаметра с 80 нм до 35 нм 

модуль возрастает в 2 раза. 
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Рисунок 13 – Одноосное растяжение серебряных нановолокон: а – схема 

эксперимента, б – зависимость модуля Юнга от диаметра нановолокна 

Использование фокусированного пучка ионов в совокупности со 

сканирующим электронным микроскопом дает возможность подготовки 

столбиков из интересующей части образца для последующего нагружения, как 

продемонстрировано на рисунке 14. Таким образом, можно избирательно 

испытывать фазы гетерогенного материала: включения, неоднородности, 

кристаллы [19; 88–90]. Большое количество исследователей отмечают изменение 

предела прочности с уменьшением диаметра столбика, однако данные по 

упругому модулю приведены как для объемного материала. В то же время, 

исследователи подчеркивают трудности при проведении испытаний на сжатие для 

реализации одноосного напряженного состояния. Для макроиспытаний 

цилиндров на сжатие зачастую обеспечивают свободное смещение торцов 

цилиндра, покрывая места контакта образца с сжимающими пластинами смазкой. 

После ионного травления образец жестко закреплен на подложке с одной 

стороны, тем самым отсутствует поперечная деформация в месте контакта.  

Таким образом, экспериментальные методы механических испытаний 

доказывают различие между упруго-прочностными свойствами макроматериала и 

нанообъектов, демонстрируют зависимость таких свойств от размеров, 

подчеркивая необходимость учета таких свойств для конструирования нано и 

микромеханических устройств. 
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Рисунок 14 – Оригинальная схема сжатия наноцилиндра из металлического стекла 

Zr35Ti30Co6Be29: а – разрушенный образец; диаграмма зависимости напряжения от 

деформации для наноцилиндра [88] 

4. Экспериментально-теоретические подходы 

В работах Вахрушева А.В. [91–94] описывается экспериментально-

теоретический метод определения упругих свойств наночастиц с помощью АСМ 

и наноиндентора, показанный на рисунке 15. Методом осаждения из газовой фазы 

на подложку наносились сферические наночастицы и определялось их положение 

в режиме сканирования АСМ. К частицам с помощью индентора с радиусом 

закругления 200 нм прикладывалась нагрузка 1 мН и определялась глубина 

вдавливания. По тем же начальным и граничным условиям была решена задача о 

вдавливании индентора в поверхность при различных модулях упругости и 

постоянном коэффициенте Пуассона, принятом для наночастиц. Широкое 

распространение моделей гомогенизации [95–99], применяемых для 

прогнозирования упругих свойств гетерогенных материалов привело к появлению 

еще одного экспериментально-теоретического метода определения наночастиц. 

Зная, упругие свойства одной из фаз и свойства гетерогенного материала, 

пересчитываются упругие модули включений или новых образовавшихся фаз.  
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Рисунок 15 – Определение модуля упругости нанообъектов путем сопоставления 

данных инструментального наноиндентирования и численного расчета: а – схема 

эксперимента, б – зависимость модуля упругости от глубины вдавливания 

Одним из первых подходов к определению свойств фаз в составе 

гетерогенного материала был предложен Дреминым А.Н. [100] для определения 

адиабат сплошных веществ на основе испытания гетерогенной смеси, в составе 

которой содержится искомое вещество в дисперсном состоянии. Так адиабата для 

смеси имеет вид: 

1 2

1 2 2 1

ˆ
m m

 


 



,        

где 1 2,  - плотности веществ с известной и искомой адиабатами 

соответственно, 1 2,m m  - объемные содержания известного и искомого веществ. 

Так как, адиабата одного из веществ известна, то по полученным 

экспериментально давлениям и плотностям адиабаты гетерогенной смеси, можно 

рассчитать адиабату искомого вещества. В представленном методе авторами 

отмечены ограничения на дисперсность частиц искомого вещества. Частицы не 

должны быть крупными, так как возможно искажения фронта ударной волны. 

Размер частиц снизу ограничен, по мнению авторов, необходимостью градиента 

между частицами искомого вещества и матрицей известного. Для исследуемых в 

работе параметров размер частиц ограничен снизу скоростями прохождения 

тепловых волн и составляет 0,5-1 мкм. Кроме того, использование такого метода 

авторы ограничивают в случае существенного различия между динамическими 
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жесткостями компонентов а также в случае малых содержаний, так как возрастает 

ошибка в точности предсказания свойств искомого материала. 

Метод для оценки упругих свойств новой фазы гетерогенного материала, 

образованной в процессе его получения, применен в работе Torquato S. [101]. 

Рассматривается металлокерамический композит, в котором происходят 

химические превращения и возникают новые фазы с неизвестными упругими 

свойствами. Экспериментально определяются объемные содержания компонентов 

путем обработки изображений поперечных шлифов. Гетерогенный материал 

содержал в себе четыре фазы: B4C, Al, AlB2, Al4BC. Объемное содержание фаз 

было измерено с помощью обработки изображений поперечных шлифов 

полученного материала. Упругие свойства гетерогенного материала были 

экспериментально измерены, а для трех исходных фаз B4C, Al, AlB2 упругие 

свойства были известны. В работе введены ряд предположений, позволяющих 

использовать такой метод. Значения упругих параметров искомой фазы Al4BC 

лежали между значениями упругих параметров известных фаз B4C, Al. Две 

основные фазы B4C, Al связаны между собой и существенно отличаются по 

упругим параметрам. Кроме того, две основные фазы должны наибольшую 

объемную долю в гетерогенном материале. Используя различные оценки верхних 

и нижних пределов значений упругих свойств, основанных на моделях Фойгта-

Рейсса [98; 99], Хашина-Штрикмана [102] и Берана и Фан-Тьена [103; 104], 

определяют модуль сдвига и объемный модуль неизвестной фазы. При этом 

авторы демонстрируют, что для моделей Берана-Фан-Тьена упругие модули 

неизвестной фазы предсказываются наиболее точно. Сравнивая 

спрогнозированные значения с экспериментаторами, авторы получили ошибку 

менее 10 %, что вполне соответствует ошибке при экспериментальном измерении 

упругих свойств керамик. Кроме того, отмечено, что точность предсказываемых 

свойств падает при большем различии между основными материалами (матрице и 

включениям). 
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Подобный подход применительно к наночастицам был использован в работе 

[105], где на основе модели Эшелби об эквивалентном включении , 

рассчитывались упругие свойства наночастиц, образованных с помощью зол-гель 

метода в полимере. Как отмечено авторами в работе, при объемном содержании 

от 3 до 8 % об. модули упругости частиц изменяются незначительно. 

Например, среди работ А.В. Вахрушева также стоит отметить патент на 

способ определения модуля упругости Юнга и коэффициента Пуассона материала 

микро- и наночастиц, заключающийся в одноосном сжатии полимерного 

материала с добавлением наночастиц [106]. Из экспериментов определяют 

модули упругости и коэффициенты Пуассона для механической смеси и матрицы 

(одноосное сжатие полимера без наночастиц). Путем пересчета с помощью 

формул Кристенсена Р. [98] рассчитывают модуль упругости наночастиц. 

Аналогичным образом выполнен расчет модулей включений в работе [107]. 

Были определены модули упругости наночастиц диоксида кремния в составе 

механической смеси с полиметилметакрилатом. Изображения образцов с 

просвечивающего микроскопа показали, что при объемном содержании 

наночастиц до 7 % об., распределение частиц однородно и равномерно. Получены 

модули упругости матрицы и матрицы с наночастицами, а затем с помощью 

модели Мори-Танака [108; 109], а также трехфазной модели [110] 

пересчитывались модули упругости наночастиц. Таким образом автор Qing-Qing 

Ni [105] впервые применил модель гомогенизации свойств для определения 

упругих свойств наночастиц. 

Заканчивая данный раздел, необходимо остановиться на самом научном 

определении наночастицы как таковой. Единого и физически определенного 

ответа на этот поставленный вопрос в научной литературе нет, хотя некоторые 

дискуссии на этот счет имеются. По мнению автора, этот вопрос очень важен, так 

как конструктивное определение понятия наночастицы позволит более строго 

подойти к математическому описанию ее напряженно-деформированного 

состояния. В зависимости от способа определения размера наночастиц ее 
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механические характеристики могут изменяться в несколько раз. При 

уменьшении размера наночастиц доля поверхности существенно увеличивается и 

в некоторых случаях, для особо тонких кристаллов, где все атомы находятся на 

поверхности, поверхностные напряжения ответственны за упругие модули 

материала. Как показано в работе [111], учет только поверхностных явлений 

недостаточен для описания масштабного эффекта, присущего материалу. 

Попытки получить универсальный линейный наномасштаб сделан в работах [112; 

113], где на основе теории подобия и размерности в масштабах кристаллической 

решетки становятся существенными квантовые эффекты из трех управляющих 

параметров (  - плотность, E  - модуль Юнга и h  - постоянная Планка), с их 

помощью можно составить единственную величину размерности длины: 

1 1
4 4h h

cE




   
     

  
,    (1.7.1) 

где c  - скорость распространения продольных волн. Если ввести 

безразмерный параметр подобия 0r


 , где 
0r  - наименьшее расстояние между 

атомами в кристаллической решетке рассматриваемого вещества, то можно 

рассчитать безразмерную величину, связывающую физики-механические 

свойства с размером кристаллической решетки. Анализ величины   для 27 

различных веществ показал, что среднее значение равно 3,13 0,48   , а 

проведенные оценки в [112] позволяют сделать вывод, что параметр   

универсален, и его значение одинаково для всех кристаллических структур и 

равно 1 Å. Масштаб   является пороговым размером, начиная с которого 

становятся существенными квантовые эффекты и модели механики сплошной 

среды для описания напряженно-деформированного состояния нанообъекта не 

должны применяться. 
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Выводы по Главе 1: 

Проектирование и создание новых макро-, микро и наномеханических 

устройств требует научных знаний о физико-механических свойствах материалов 

на соответствующем масштабном уровне. Современные методы механики 

деформируемого тела с разных сторон пытаются решить задачу об определении 

механических свойств нанообъектов, однако на сегодняшний день не существует 

единого общепринятого подхода к определению зависимости упруго-

прочностных свойств от размера материала. В настоящей работе будет 

использован экспериментально-теоретический подход, позволяющий, опираясь на 

экспериментально-полученные данные, выстраивать зависимости упругих 

параметров нанообъектов от размера.  
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Глава 2. Математические модели, описывающие одномерные нагружения 

гетерогенных материалов, наполненных наночастицами 

Рассматриваемые в настоящей главе способы осреднения упругих 

характеристик основываются на подходе Рахматулина Х.А., примененные для 

теории упругости, при рассмотрении одноосного напряженного и 

деформированных состояний. такие способы осреднения позволяют получить 

зависимости эффективных упругих характеристик гетерогенного материала от 

объемного содержания и упругих характеристик фаз. 

1. Решение задач о получении эффективных характеристик при 

различных гипотезах гомогенизации 

Представим твердое тело как совокупность наночастиц распределенных в 

связующем материале и взаимодействующих между собой полями деформаций, 

возникающих от приложенных напряжений. Каждый из континуумов 

определяется своими напряжениями k

ij  и деформациями k

ij , где 

, 1,2,3i j   - компоненты тензоров, а 1,2k   - фаза наночастиц и фаза связующего 

соответственно. Нагружение тела осуществляется таким образом, что 

составляющие фазы твердого тела находятся в упругой области. Используя 

подход Рахматулина Х.А. - Нигматулина Р.И. [114; 115] проведем осреднение по 

объему, считая, что в каждой точке общего объема содержатся фазы материалов 

включений и связующего: 

1 2    .      (2.1.1) 

Объем   является суммой объемов фазы включений 
1  и фазы связующего 

2 . По определению имеем: 

1 2 1,m m       (2.1.2) 
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где 
1 1 /m    и 

2 2 /m    - объемные содержания составляющих фаз. В 

этом случае каждая фаза будет занимать весь объем и для стационарного 

нагружения имеем соответствующие уравнения равновесия: 

1 23 3
1 2

1 1

,
ij ij

i i

j jj j

m m
R R

x x

 

 

 
  

 
  ,   (2.1.3) 

где 
ijR  - сила межфазового взаимодействия. Для простоты исследования 

объемные силы отсутствуют. Тензоры напряжений k

ij  связаны с 

соответствующими тензорами деформаций k

ij  законом Гука: 

2 ,

.

k k k

ij k ij k ij

k k k k

xx yy zz

    

  

  

   
.     (2.1.4) 

Рассмотрим равновесное состояние в объеме   с осредненным по объему 

напряженно-деформированным состоянием  ˆˆ ,ij ij  , удовлетворяющим 

уравнению равновесия твердого тела в виде: 

3

1

ˆ
0

ij

j jx









 ,       (2.1.5) 

где связь с тензором деформаций определяется законом Гука: 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ij ij ij

xx yy zz

    

  

    

   
     (2.1.6) 

где 
ij  - символ Кронекера, ˆ ˆ,   - упругие параметры Ламе осредненной 

фиктивной среды. 

2. Одноосное напряженное состояние 

Система уравнений (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6) не замыкает собой 

описание гетерогенного материала, т.к. не определена сила межфазового 
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взаимодействия для фаз гетерогенного материала. При сведении двухфазной 

среды к однофазной предложен ряд гипотез, выделенных в отдельные случаи 

описания механических свойств. Для установления необходимых 

функциональных соотношений, связывающих механические параметры 

материалов, рассмотрим одноосное напряженное состояние (ОНС) равновесной 

гомогенной системы, определив известные напряжения гомогенной системы и 

напряжения составляющих фаз как: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0,xx yy zz xy yz xz               (2.2.1) 

0, 0.k k k k k k

xx yy zz xy yz yz                (2.2.2) 

Подставляя эти значения напряжений в закон Гука для компонентов и фаз, 

получим выражения для деформаций гомогенного материала: 

 
 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ , 0,

ˆˆ ˆ3 2ˆ
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,

ˆˆ ˆˆ2

xx xx xy xz

yy zz xx

E

E

   

  
   

  

   




    



   (2.2.3) 

а также составляющих фаз: 

 
 
 

, 0,

2 3
, , ,

2

k k k k

xx k xx xy xz

k k k k k kk
yy zz k xx k k
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E

E
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  
    

   

   



    

 

 (2.2.4) 

где 1,2k   - номера фаз гетерогенного материала, ˆˆ, E  - коэффициент 

Пуассона и модуль Юнга гомогенного материала, ,k kE  - коэффициенты 

Пуассона и модуль Юнга составляющих фаз соответственно. Для того чтобы 

напряженно-деформированное состояние, описываемое системами (2.2.3) и (2.2.4) 

было согласовано, необходимо и достаточно согласовать между собой 

характеристики составляющих фаз. Используя их возможное совместное 
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деформирование, рассмотрим несколько случаев, позволяющих записать связь 

упругих свойств гетерогенного материала с упругими свойствами фаз. 

Случай 1 

Воспользуемся гипотезой о совместности деформирования фаз в виде: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ , ,ij ij ij ij ij ijm m             (2.2.5) 

где, 
1 2

1 2
ˆ ˆ, .ij ij ij ijm m     Чтобы система (2.1.5) удовлетворялась автоматически, 

необходимо выполнение соотношения (2.1.3). Используем закон Гука для 

соответствующих фаз (2.1.4) и гипотезу (2.2.5), легко получаем соотношение, при 

выполнении которого, справедливы уравнения (2.2.3) и (2.2.4): 

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆˆ .

xx xx xx

xy yy zz xz yz

xx xx xx

E E E

m m

  

    

    

  


   


 

    (2.2.6) 

Используя вторую часть гипотезы (2.2.5), подставим ˆ
xx  в первое уравнение 

системы, (2.2.6) получим: 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

E m E

m E E









.      (2.2.7) 

И в третье уравнение системы (1.8): 

 
 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m

m

 

 





.      (2.2.8) 

Приравнивая левые части уравнений (2.2.7) и (2.2.8) между собой, получаем 

соотношение: 

   1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1
ˆ ˆ 0m m E m E m E m E m E          .  (2.2.9) 
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Если заданы механические параметры фаз 
1 1,   и 

2 2,  , а также объемное 

содержание одной из фаз 
1m , то из соотношения (2.2.9) следуют два предельных 

случая. При содержании 
1 20, 1m m   

2̂  . Аналогичным образом рассмотрим 

1 21, 0m m   выражение (2.2.9) обращается в ноль при 
2̂  .Таким образом, 

значения в крайних точках выполняются 

Случай 2 

Воспользуемся гипотезой о совместности деформирования фаз в виде 

1 2 1 2

1 2 1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m m m         .   (2.2.10) 

В этом случае система (2.1.5) с учетом (2.1.3) выполняется автоматически. 

Подставляя гипотезу (2.2.10) в соотношения (2.2.3), (2.2.4), находим: 

1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆˆ .

xx xx xx

xy yy zz xz yz

xx xx xx

E m E m E  

    

    

  


   


 

    (2.2.11) 

Преобразуя вторую часть гипотезы (2.2.11) в первом уравнении системы, 

получим: 

 
 

1
2 2

2

1 1

ˆ

.
ˆ

xx

xx

m E E

m E E









     (2.2.12) 

А из третьего уравнения (2.2.11), имеем 

 
 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m

m

 

 





.      (2.2.13) 

Исключая компоненты деформаций из (2.2.12) и (2.2.13), получим 

   2 1 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ 0E E E E E          .   (2.2.14) 
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Можно заметить, что выражение (2.2.14) не зависит от объемного 

содержания фаз, что противоречит физике напряженно-деформированного 

состояния гомогенной системы. Таким образом, предложенная гипотеза в 

рассматриваемом случае 2 (2.2.10) не имеет физического смысла. 

Случай 3 

Воспользуемся гипотезой о возможном совместном деформировании фаз: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .   (2.2.15) 

Система уравнений (2.1.5) с учетом (2.1.3) выполняется автоматически. 

Применяя гипотезу (2.2.15) и соотношения (2.2.3), (2.2.4), находим: 

1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆˆ .

xx xx xx

xy yy zz xz yz

xx xx xx

E m E m E  

    

    

  


   


 

   (2.2.16) 

Из первого уравнения системы получим: 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m E E

E m E









.      (2.2.17) 

Установим связь между компонентами деформаций фаз 
1

xx  и 
2

xx . В 

третьем уравнении системы, и учитывая, что ˆ ˆˆ
zz xx    и ˆ ˆˆ

yy xx   , а, 

следовательно: 

 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ .

zz zz zz xx xx

yy yy yy xx xx

     

     

    

    
   (2.2.18) 

Из (2.2.18) получим 

1

2

2

1

ˆ

ˆ
xx

xx

  

 





.      (2.2.19) 
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Подставляя полученную формулу в выражение (2.2.17), имеем 

   2 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2
ˆ ˆ 0E m E m E m E m E          .  (2.2.20) 

Данное соотношение связывает основные параметры осредненного 

материала с исходными характеристиками. Рассмотрим два частных предельных 

случая: при 
1 21, 0m m   выражение (2.2.20) переходит в    1 2 2 1

ˆˆE E     
, и 

при 
1 1

ˆ ˆ,E E    обращается в тождество. При 
1 20, 1m m   выражение (2.2.20) 

переходит в    2 1 2 1
ˆˆE E      , а при значениях 

2 2
ˆ ˆ,E E     выражение 

(2.2.20) обращается в тождество. Таким образом, предельные случаи 

выполняются, и гипотеза имеет право на существование. 

Случай 4 

Воспользуемся гипотезой о возможном совместном деформировании фаз: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .   (2.2.21) 

Система уравнений (2.1.5) с учетом (2.1.3) выполняется автоматически. 

Используя гипотезу (2.2.21) и соотношения (2.2.3), (2.2.4), находим: 

1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆˆ .

xx xx xx

xy yy zz xz yz

xx xx xx

E m E m E  

    

    

  


   


 

   (2.2.22) 

Разрешая систему уравнений (2.2.22) с учетом гипотезы (2.2.21), имеем: 

1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ,E m E m E       .    (2.2.23) 

Данные соотношения связывает основные параметры осредненного 

материала с исходными параметрами. Рассмотрим два частных предельных 

случая. При объемном содержании 
1 21, 0m m   модуль Юнга осреднённого 

материала 2 2 1
ˆ ˆ,E E      . При 

1 20, 1m m   получим, что 1Ê E , 
1 2̂    . 
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Первое соотношение (2.2.23) осредненного материала выполняются для 

различных объемных содержаний. Представленное решение (2.2.23) может быть 

использовано лишь в случае совпадения коэффициентов Пуассона фаз 

гетерогенного материала и соответствует распространенной модели Фойгта или 

правилу смеси. 

Случай 5 

Воспользуемся гипотезой о возможном совместном деформировании фаз: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .   (2.2.24) 

Система уравнений (2.1.5) с учетом (2.2.24) выполняется автоматически. 

Используя закон Гука для одномерного напряженного состояния, находим: 

1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆˆ .

xx xx xx

xy yy zz xz yz

xx xx xx

E E E  

    

    

  


   


 

    (2.2.25) 

Используя два первых уравнения системы: 

1

2

2

1 1

1

2 2

2

1

ˆ
,

ˆ

ˆ
.

ˆ

xx

xx

xx

xx

m E

m E E

m E E

m E










 





 




      (2.2.26) 

Приравнивая левые части, получим 

2 1 1 2 1 2
ˆ ˆ 0m EE m EE E E   .     (2.2.27) 

Разделив каждое слагаемое на выражение 1 2ÊE E , находим 

1 2

1 2

1

ˆ

m m

E EE
  .      (2.2.28) 
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Данное соотношение связывает основные параметры осредненного 

материала с исходными параметрами. Рассмотрим два частных предельных 

случая. Если 
1 21, 0m m   то 

1Ê E . Аналогично разрешая третье уравнение 

системы (2.2.25), получим 

1 2

1 2

1

ˆ

m m

  
  .     (2.2.29) 

Можно легко показать, что полученные выражения (2.2.28) и (2.2.29) 

выполняются в крайних точках, а полученные выражения (2.2.28), (2.2.29) 

соответствует обратному правилу смесей или формуле Рейсса. 

Случай 6 

Воспользуемся гипотезой о возможном совместном деформировании фаз 

1 2 1 2ˆˆ ,ij ij ij ij ij ij         .   (2.2.30) 

При такой гипотезе должны выполняться соотношения 

1 2 1 2
ˆ ˆ,E E E       .    (2.2.31) 

Что возможно только в тривиальном случае совпадения материалов матрицы и 

включений. Для нашего дальнейшего исследования этот случай не представляет 

научного интереса. 

Случай 7.1 

Представим, что поле напряжений гетерогенного материала связано с 

полями напряжений фаз через объемное содержание в виде: 

1 2 1 2

1 2

1 2

ˆˆ , ,

ˆ ˆ, .

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ijm m

     

   

   

 
   (2.2.32) 



54 

Система уравнений (2.1.5) с учетом (2.2.32) выполняется автоматически. 

Используя закон Гука (2.1.4) для одномерного напряженного состояния, находим: 

1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ
,

ˆ .

xx xx xx

xx xx xx

E E E

  

    


 




 

     (2.2.33) 

1 2 1 2

1 2

1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
,

.

xx xx xx xxm m m m

E E E

m m

E E E

   

  


 



  


   (2.2.34) 

И, заменяя E из первого уравнения во втором:  

1 2

1 2

1 1 2 2 2 1

1 2 2 1

1
,

.

m m

E E E

m E m E

m E m E

 



 




 
 

     (2.2.35) 

Предложенные соотношения (2.2.35) описывают оба упругих параметра 

гетерогенного материала и в крайних точках дают требуемые значения, т.е. при 

1 20, 1m m   выражения соответствуют 
2 2

ˆ ˆ,E E     и 
1 21, 0m m   и 

1 1
ˆ ˆ,E E    . Представленная модель может быть записана в параметрах Ламе 

как: 

   

1 2

2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1

1 2 2 2 1 1

ˆ

2 2ˆ
2 2

m m

m m

m m

 


 

     


   


 


  

   

   (2.2.36) 

Случай 8.1 

Представим, что поле деформаций гетерогенного материала связано с 

полями деформаций составляющих фаз через объемные содержания: 
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1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, .

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

m m

m m

     

   

   

 
   (2.2.37) 

Рассматривая ОНС для гетерогенного материала получим: 

1 1 2 2

1 1 2 2

ˆ ,

ˆ .

E m E m E

m m  

  


 
      (2.2.38) 

При 
1 20, 1m m   выражения (2.2.38) соответствуют 

2 2
ˆ ˆ,E E     и 

1 21, 0m m   и 
1 1

ˆ ˆ,E E    . 

3. Основные уравнения для описания одноосного деформированного 

состояния 

Одноосное деформированное состояние (ОДС) подразумевает собой 

совокупность условий, при которых поперечные деформации остаются 

неизменными: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ 0, 0xx yy zz xy xz yz           ,    (2.3.1) 

а также и для составляющих компонентов фаз 

0, 0k k k k k k

xx yy zz xy xz yz           .    (2.3.2) 

Рассмотрим основные уравнения равновесия (2.1.5) и закон Гука (2.1.6) 

осредненной гомогенной среды для одномерного деформированного состояния в 

виде  

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0,

ˆˆˆ ˆ ˆ0, 2 ,

xx xx yy zz xx xy xz

yy zz

L

L

      

   

     


   

   (2.3.3) 

а также и для составляющих фаз: 
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, , 0,

0, 2 ,

1,2,

k k k k k k k

xx k xx yy zz k xx xy xz

k k

yy zz k k k

L

L

k

       

   

     


   



   (2.3.4) 

где ˆ, kL L  - модули стесненного сжатия гомогенного материала и 

компонентов. Для того, чтобы одномерные деформированные состояния, 

описываемые системами (2.3.3) и (2.3.4), были согласованы необходимо и 

достаточно согласовать между собой постоянные характеристики составляющих 

фаз. Простейший анализ одномерного деформированного состояния позволяет 

выделить восемь возможных случаев. 

Случай 1 

Воспользуемся гипотезой о совместном деформировании фаз по аналогии с 

напряженным состоянием в виде: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .    (2.3.5) 

Чтобы система (2.1.5) удовлетворялась автоматически, необходимо 

1 2

1 2
ˆ ˆ,ij ij ij ijm m     , так как 

1 2 1m m  . Уравнение равновесия 

выполняется автоматически. Используем закон Гука для соответствующих фаз 

(2.1.4) и гипотезу (2.3.5), легко получаем соотношение, при выполнении которого 

выполняются уравнения (2.3.3) и (2.3.4), то есть 

1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ0, , 0, 0,

ˆ ˆ .

xx xx xx

xy yy xx xz yz

xx xx xx

L L L  

     

     

  


    


  

    (2.3.6) 

Используя вторую часть гипотезы (2.3.5) и подставим в первое уравнение 

системы (2.3.6), находим 
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1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

L m L

m L L









.       (2.3.7) 

Связь между деформациями фаз 
1

xx  и 
2

xx  устанавливается с 

использованием соотношения ˆ ˆˆ ˆ
yy zz xx     в виде 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m

m

  

 





.       (2.3.8) 

Исключая компоненты деформаций 
1

xx  и 
2

xx  в выражениях (2.3.7) и (2.3.8), 

имеем:  

     1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2
ˆ ˆ 0m L m L L m m L L          .  (2.3.9) 

При объемном содержании фаз 
1 20, 1m m   получим  

   1 2 1 2
ˆ ˆ 0L L L      .    (2.3.10) 

Переменные Ламе и модуль стесненного сжатия имеют положительные 

значения, поэтому для выполнения соотношения (2.3.10) необходимо, чтобы 

каждое из слагаемых было равно нулю. Таким образом 
2L̂ L , 2̂  . 

Аналогично, при объемном содержании 
1 21, 0m m  получим 1L̂ L , 1̂  . 

Случай 2 

Воспользуемся гипотезой о совместности деформирования фаз по аналогии 

с одномерным напряженным состоянием в виде: 

1 2 1 2

1 2 1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m m m         .   (2.3.11) 

Используем закон Гука для фаз (2.3.3), (2.3.4) и (2.3.11) получаем: 
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1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0, , 0, 0,

ˆ ˆ .

xx xx xx

xy yy xx xz yz

xx xx xx

L m L m L

m m

  

     

     

  


    


  

  (2.3.12) 

Для первого уравнения системы запишем: 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

L m L

m L L









.     (2.3.13) 

Из третьего уравнения системы связь между деформациями фаз 
1

xx  и 
2

xx  

устанавливается, используя закон Гука для фаз (2.3.4) в виде: 

1

1 2

2

2 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m

m

  

 





.     (2.3.14) 

И подставляя (2.3.14) в (2.3.13), находим: 

   1 2 2 1 1 2 2 1
ˆˆ 0L L L L L          .   (2.3.15) 

Полученное соотношение, выполнение которого необходимо, в общем 

случае при произвольных значениях 
1 1,   и 

2 2,   невозможно и поэтому 

гипотеза совместного деформирования (2.3.11) не имеет физического смысла. 

Случай 3 

Воспользуемся гипотезой о совместном деформировании фаз в виде 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .    (2.3.16) 

Система уравнений равновесия (2.1.5) выполняется автоматически при 

сложении уравнений (2.1.3). Установим связь основных механических параметров 

фаз и осредненного материала. Для этого воспользуемся выражениями (2.3.3), 

(2.3.4) и гипотезой (2.3.16), получим 
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1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

ˆ ˆ ,

ˆ0, , 0, 0,

ˆ ˆ .

xx xx xx

xy yy xx xz yz

xx xx xx

L m L m L

m m

  

     

     

  


    


  

  (2.3.17) 

Связь между деформациями 
1

xx  и 
2

xx  устанавливаем из первого уравнения 

(2.3.17): 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m L L

L m L









.     (2.3.18) 

А также из третьего уравнения 

1

2 2

2

1 1

ˆ

ˆ
xx

xx

m

m

  

 





.     (2.3.19) 

И подставляя (2.3.19) в предыдущее равенство (2.3.18), находим 

     1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1
ˆˆ 0L m m m L m L m m L L          . (2.3.20) 

Два предельных случая (2.3.20) дают при объемном содержании

1 20, 1m m   получим, что 2L̂ L , при 
1 21, 0m m  значение осредненного 

модуля стесненного сжатия 1L̂ L . Полученное соотношение (2.3.20) позволяет 

утверждать, что по заданным параметрам Ламе компонентов 
1 1,   и 

2 2,   

параметры Ламе гомогенной смеси ˆ ˆ,   не могут быть произвольными и зависят 

от параметров Ламе ,k k   и их объемных содержаний. 

Случай 4 

Рассмотрим гипотезу о совместном деформировании фаз по аналогии с 

однородным напряженным состоянием: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .    (2.3.21) 
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Система уравнений (2.1.5) с условием (2.1.3) выполняется автоматически. 

Используя закон Гука (2.3.3), (2.3.4) и гипотезу (2.3.21), находим 

1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2

ˆ ˆ ,

ˆ0, , 0, 0,

ˆ ˆ ˆ .

xx xx xx

xy yy xx xz yz

xx xx xx

L m L m L

L m L m L

  

     

     

  


    


  

  (2.3.22) 

Решая систему уравнений (2.3.22) получим 

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

ˆ ,

ˆ ˆ .

L m L m L

L m L m L  

  


 

    (2.3.23) 

Исключая L̂  в системе (2.3.23), можем записать 

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

ˆ ,

ˆ .

L m L m L

m L m L

m L m L

 


  



 

    (2.3.24) 

Два предельных случая выполняются автоматически. При объемных 

содержаниях фаз 
1 20, 1m m  , получим, что 2L̂ L . При 

1 21, 0m m   получим, 

что 1L̂ L . 

Случай 5 

Изучим возможное одномерное деформированное состояние, 

удовлетворяющее гипотезе: 

1 2 1 2

1 2
ˆˆ ,ij ij ij ij ij ijm m         .   (2.3.25) 

Используя закон Гука (2.3.3) и (2.3.4), а также гипотезу (2.3.25), находим 

1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ,

ˆ0, , 0, 0,

ˆ ˆ .

xx xx xx

xy yy xx xz yz

xx xx xx

L L L  

     

     

  


    


  

   (2.3.26) 
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Третье уравнение преобразуем с помощью второй части гипотезы (2.3.25) 

 1 2 1 2 2 1
ˆ m m     .    (2.3.27) 

Разделим выражение (2.3.27) на 
1 2  ̂  получим 

1 2

1 2

1

ˆ

m m

 
  .     (2.3.28) 

По аналогии получаем для первого уравнения системы (2.3.26) 

1 2

1 2

1

ˆ

m m

L LL
  .     (2.3.29) 

Рассмотрим два предельных случая. При объемных содержаниях фаз

1 20, 1m m   получим, что 
2 2

ˆˆ ,L L    . При 
1 21, 0m m   получим, что 

1 1
ˆˆ ,L L    . Используя выражения (2.3.28) и (2.3.29), получим выражение для ̂  

  
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

ˆ
m L m L

m L m L m m

   


 




 
.   (2.3.30) 

Таким же образом можно получить остальные константы упругие 

константы гетерогенного материала. 

Случай 6 

Воспользуемся гипотезой о возможном совместном деформировании фаз 

1 2 1 2ˆˆ ,ij ij ij ij ij ij         .   (2.3.31) 

Такая гипотеза соответствует напряженно-деформированному состоянию 

однородного материала, когда фазы по своим механическим характеристикам 

совпадают 

1 2 1 2
ˆ ˆ, L L L      .    (2.3.32) 
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Для нашего дальнейшего исследования этот случай не представляет 

научного интереса и рассматриваться не будет. 

Случай 7.2 

Воспользуемся гипотезами, изложенными в случае 1 с дополнением: 

1 2

1 2

1 2

1 2

ˆˆ ˆ ˆ , ,

ˆ ˆ, .

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

m m

m m

     

   

   

 
   (2.3.33) 

Подставляя во вторую часть гипотезы закон Гука для одноосного 

деформированного состояния, имеем систему: 

1 2

1 2

1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ
,

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
.

ˆ

xx xx xx

xx xx xx

m m

L LL

m m

L LL

  

   


 



  


     (2.3.34) 

В системе возможно сократить среднее напряжение, а во второе уравнение 

подставим первое, чтобы убрать стесненный модуль сжатия гетерогенного 

материала при ОДС  

 

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 2 1

1
,

ˆ

ˆ .

m m

L LL

L L m m

m L m L

 



 




 
 

    (2.3.35) 

В предельных случаях данные соотношения выполняются. 

Случай 8.2 

Представим, что поле деформаций гетерогенного материала связано с 

полями деформаций составляющих фаз через объемное содержание фаз: 
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1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, .

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

m m

m m

     

   

   

 
   (2.3.36) 

Подставляя гипотезы в задачу об ОДС, легко получить 

1 1 2 2

1 1 2 2

ˆ ,

ˆ .

L m L m L

m m  

  


 

    (2.3.37) 

4. Качественный анализ полученных уравнений и их свойств в 

зависимости от объемного содержания фаз 

Зависимости осредненных упругих свойств гетерогенного материала 

требуют дальнейшего анализа поведения в зависимости от объемного 

содержания. В результате проведенных исследований возможных напряженно-

деформированных состояний для одномерного приближения, получены 

следующие случаи осредненного континуума. Рассмотрение поведения 

зависимостей эффективных характеристик, потребует перехода к единым 

переменным, определению экстремумов функций. Здесь и в дальнейшем функции 

записываются в коэффициентах Ламе. Так как независимых упругих констант 

только две, а после вычислений и для краткости записи в функциях присутствуют 

четыре упругих модуля, нам потребуется представление функций модуля как 

сложных, зависящих не только от других упругих коэффициентов, но и от 

содержания. Так, например, производная эффективного модуля стесненного 

сжатия представляется как сумма производных коэффициентов Ламе: 

1 1 1

ˆˆ ˆ
2

dL d d

dm dm dm

 
  .    (2.3.1) 

Выражение для коэффициента Пуассона записывается в виде производной 

сложной функции: 
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 

 
1 1 1

2

1

ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ 1

2 ˆ ˆ

d d d

dm dm dmd

dm

  
  



 

 
   

 


.   (2.3.2) 

Модуль упругости также представляет собой производную сложной 

функции: 

     

 
1 1 1 1 1

2

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3 2 3
ˆ

ˆ ˆ

d d d d d

dm dm dm dm dmdE

dm

    
       

 

   
         

   




(2.3.3) 

В дальнейшем для анализа эти формулы будут активно использоваться для 

преобразования формул, полученных при различных гипотезах и анализа 

поведения функций упругих параметров гетерогенного материала от содержания. 

Кроме того, все рассматриваемые случаи можно проанализировать по 

выполнению закона сохранения энергии: 

1 1 2 2Û mU m U  .     (2.3.4) 

Где Û - упругая энергия деформации гетерогенного материала, а 

1 2,U U  - упругие энергии составляющих фаз. 

Случай 1 

Использованная гипотеза (2.2.5), а также полученные выражения (2.2.9) и 

(2.3.9) образуют систему уравнений для определения осредненных механических 

характеристик гетерогенного материала 
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Рисунок 16 – Качественное представление поведения гетерогенного материала на 

диаграмме напряжение-деформация 
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


      


     

  (2.3.5) 

Представленный случай описывает гетерогенный материал как гомогенный, 

суммируя определенным образом напряжения и деформации фаз. Данная гипотеза 

основывается на предположении, что компоненты напряжения фаз складываются, 

а компоненты деформации фаз связаны с компонентами деформации 

гетерогенного материала пропорционально объемному содержанию (рис. 16). 

Полученная система (2.3.5) представляет собой уравнение второго порядка 

относительного одного упругого модуля. Решение данной системы могут быть 

записаны в параметрах Ламе как: 

1 1 2 2

1 1 2 2

ˆ ˆˆ ˆ, ; , .
m m m m

   
          (2.3.6) 

Это легко увидеть, подставляя решение (2.3.6) в (2.2.7), (2.2.8) для ОНС и в 

(2.3.7), (2.3.8) для ОДС. 

Проверим уравнение энергии для данного случая в одномерном 

приближении: 
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   1 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1

ˆ

ˆ

I

I

U m m

U m m m m

   

       

   

   
   (2.3.7) 

Данное выражение показывает, что закон сохранения энергии не 

выполняется, так как представленная сумма слагаемых не соответствует сумме 

энергий деформирования фаз (2.3.4). Как показано на рисунке 17, полученные 

решения не удовлетворяют исходным предположениям о монотонном изменении 

всех упругих констант при изменении объемного содержания от одной фазы к 

другой. Коэффициент Пуассона гетерогенного материала остается постоянным на 

всем диапазоне соотношения фаз. Предложенное решение не позволяет описать 

два упругих параметра для гетерогенного материала. 

  
а б 

Рисунок 17 – Качественная зависимость модуля Юнга (а) и коэффициента 

Пуассона (б) от объемного содержания для случая 1 

Случай 2 

Сочетание гипотезы (2.2.10) и полученные выражения для одномерного 

наряженного (2.2.14) и деформированного состояний (2.3.15) дают систему 

уравнений: 
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В данном случае компоненты напряжений и деформаций гетерогенного 

материала представляют собой сумму компонентов фаз, пропорционально 

объемному содержанию (рис. 18). Стоит отметить, что полученные решения не 

имеют связи с объемного содержания, так как производные все упругих 

параметров от объемного содержания равны 0. Полученные решения в виде 

1 2
ˆ ˆ,E E E E   хоть и удовлетворяют значениям в крайних точках, однако не 

позволяют описать упругие константы гетерогенного материала при изменении 

содержания одной или другой фазы. Значения всех констант и производных 

функций упругих констант гетерогенного материала в крайних точках: 

1 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ0, , , , ,

ˆˆ ˆ ˆ ˆ1, , , , ,

m E E L L

m E E L L

     

     

     

     
     

1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ
0, 0, 0, 0, 0, 0;

ˆ ˆ ˆˆˆ
1, 0, 0, 0, 0, 0.

d d d dE dL
m

dm dm dm dm dm

d d d dE dL
m

dm dm dm dm dm

  

  

     

     

    

 
Рисунок 18 – Качественное представление поведения гетерогенного материала 

для случая 2 на диаграмме напряжение-деформация 

 

Утверждение 1 

Анализ соотношений (2.2.14), (2.3.15) случая 2, указывает на нефизичность 

напряженно-деформированного состояния. Из соотношений следует, что ̂  и ̂  

xx

xx

1

xx

2

xx

ˆ
xx

1

xx
2

xxˆ
xx



68 

не зависят от объемного содержания фаз, следовательно, гетерогенный материал 

не может быть реально создан с фиксированными механическими параметрами и 

заданной соотношением фаз. Рассмотрим уравнение энергии: 

   1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2
ˆ .IIU m m m m m m                (2.3.8) 

Воспользуемся третьей частью гипотезы и преобразуем напряжения фаз: 

   1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 1 22 121 1 0m m m m m m m m             (2.3.9) 

Преобразуя с помощью выражения (2.1.2)получим 

  1 122 1 2m m           (2.3.10) 

Это выражение показывает, что закон сохранения энергии выполняется для 

крайних точек: 
1 10,  1m m   а также в случае равенства напряжений или 

компонентов деформации фаз 
1 2 1 2,     . Зависимости упругих модулей от 

объемного содержания качественно представлены на рисунке 19. 

  

а б 

Рисунок 19 – Качественная зависимость модуля Юнга (а) и коэффициента 

Пуассона (б) от объемного содержания первой фазы для случая 2 

Случай 3 

Гипотеза (2.2.15) и соотношения (2.2.20), (2.3.20) дают систему уравнений 

для осредненных характеристик гетерогенного материала: 

1 2Ê E E 

Ê

1 2̂   

̂
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   

     

1 2 1 2

1 2

2 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1

ˆˆ ,

ˆ ˆ 0

ˆˆ 0

ij ij ij ij ij ijm m

E m E m E m E m E

L m m m L m L m m L L

     

    

    

    



     


     

 (2.3.11) 

Решая задачи об ОНС и ОДС стержня из гетерогенного материала, были 

получены соотношения, связывающие упругие константы гетерогенного материла 

с упругими константами фаз. Качественное представление поведения 

гетерогенного материала и фаз показано на рисунке 20. Оценки зависимостей 

упругих модулей от объемного содержания фаз в крайних точках дают или 

нулевые значения, или в соответствии с типом решения корректные значения 

1 2
ˆ0,m E E  , 2 1

ˆ0,m E E  . Производные в крайних точках показали 

следующие значения: Для модулей Юнга, стесненного сжатия, сдвига и параметра 

лямбда значения производных в крайних точках могут принимать положительные 

значения. В точке 
1 0m  , а также отрицательные значения в точке 

1 1m  . 

 
Рисунок 20 – Качественное представление поведения гетерогенного материала 

для случая 3 на диаграмме напряжение-деформация 

Значения производных в крайних точках для функции коэффициента 

Пуассона равны 0. Полученные решения в виде 1 1Ê m E  и 2 2Ê m E  

удовлетворяют значениям в крайних точках, знакам производных функции в 

крайних точках и моделируют механические свойства гетерогенного материала от 
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содержания фаз при предложенных допущениях. В то же время полученные 

решения не удовлетворяют исходным предположениям о монотонном изменении 

всех упругих констант при изменении объемного содержания от одной фазы к 

другой. 

Утверждение 2 

Представленная зависимость (2.3.11) позволяет описывать одновременно 

две упругие константы осредненного гетерогенного материала, а в крайних 

точках (при объемном содержании 
1 0m   или 

1 1m  ) имеет единственное 

решение. Решение системы уравнений (2.3.11) достаточно просто найти, 

переписав уравнения в следующем виде: 

     

     

1 1 2 2 2 1 2 1

1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

m E m E E

m L m m L m L m m

     

     

     


    

  (2.3.12) 

С учетом, что упругие модули гомогенного материала ˆ ˆ ˆ, ,E L   связаны через 

параметры Ламе ˆ ˆ,  , можно записать два решения: 

1 1 1 1
ˆ ˆ,m m     .    (2.3.13) 

Остальные упругие постоянные осредненного материала: 

 
 

 

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

3 2ˆ ,

ˆ ,
2

ˆ 2 .

m m m
E m E

m m

m

m m

L m m m L

  

 


 

 

 


 



 


      (2.3.14) 

Второе решение из системы (2.3.12): 

2 2 2 2
ˆ ˆ,m m          (2.3.15) 
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 

 
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    (2.3.16) 

Полученные решения (2.3.14) и (2.3.16) не удовлетворяют утверждению 2, 

т.к. не позволяют описать зависимость упругих модулей на всем участке 

изменения объемного содержания фаз (рис. 21а). Кроме того, в случае первого 

решения, коэффициент Пуассона осредненного материала является постоянным и 

равным коэффициенту Пуассона первого компонента. Таким образом, в случае 

полученных решений не удается реализовать систему уравнений, позволяющих 

описывать зависимости упругих модулей осредненного материала от объемного 

содержания и упругих модулей компонентов. Рассматривая закон сохранения 

энергии, запишем энергию гетерогенного материала согласно рассматриваемой в 

данном случае гипотезе (2.2.15): 

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2.m m m m m m                  (2.3.17) 

Так как выполняется соотношение (2.1.2), можем записать: 

1 1 2 2 2 1 0m m     .    (2.3.18) 

Подставляя закон Гука в выражение (2.3.18) можно переписать: 

1 21 2 0m mE E  .     (2.3.19) 

Выражение (2.3.19) не может быть равно нулю в диапазоне 10 1m  . 

Определяя производные в крайних точках, получим: 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆˆˆ
0, , , 0, ,

ˆ ˆ ˆˆˆ
1, , , 0, ,

d d d dE dL
m E L

dm dm dm dm dm

d d d dE dL
m E L

dm dm dm dm dm

  
 

  
 

     

         

  (2.3.20) 
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а б 

Рисунок 21 – Качественная зависимость модуля Юнга (а) и коэффициента 

Пуассона (б) от объемного содержания включений для случая 3 

Таким образом, представленный случай 3 не позволяет описывать два 

независимых упругих параметра гетерогенного материала, так как не выполняется 

закон сохранения энергии, коэффициент Пуассона (рис. 21б) остается 

постоянным, что может быть использовано лишь для эмпирического описания 

свойств гетерогенного материала. 

Случай 4 

Для рассматриваемой гипотезы (2.2.21) получена система выражений для 

одноосного напряженного (2.2.23) и деформированного состояний (2.3.24) 

1 2 1 2

1 2
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1 1 2 2 1 2
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ij ij ij ij ij ijm m
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

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

   

    (2.3.21) 

Утверждение 3 

Анализ соотношений (3.19) случая 4 позволяет сделать вывод, что 

одноосное напряженно-деформированное состояние имеет сильное ограничение, 

т.е. 
1 2̂    ,

1 2̂    , что с физической точки зрения рассматривать не имеет 

смысла. 

1 1Ê m E

2 2Ê m E

Ê

1m

1 2̂   

̂
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Следствие 1 

Как следует из утверждения 3, общепринятая зависимость модуля Юнга Ê  

гетерогенного материала от содержания включений и матрицы в виде 

1 1 2 2E m E m E  , которое принято называть моделью Фойгта не будет 

удовлетворительно работать в напряженно-деформированном состоянии 

материала. Данная Гипотеза для гомогенизации упругих свойств гетерогенного 

материала предполагает равенство компонентов тензора деформаций для 

гетерогенного материала и составляющих его фаз. Компоненты тензора 

напряжений определяются через сумму компонентов тензоров напряжений, 

помноженных на соответствующее объемное содержание. 

 
Рисунок 22 – Качественная зависимость напряжений и деформаций фаз и 

гетерогенного материала для случая 4 

На рисунке 22 показан случай, при котором диаграмма «напряжение-

деформация» для гетерогенного материала. При ОНС расположена между 

диаграммами «напряжение-деформация» составляющих фаз. Диаграмма 

напряжение-деформация для гетерогенного материала всегда находится между 

диаграммами составляющих фаз. Решая задачи об ОНС и ОДС стержня из 

гетерогенного материала, были получены соотношения, связывающие упругие 

константы гетерогенного материла с упругими константами фаз. Оценки в 

крайних точках, дают или нулевые значения или, в соответствии с типом 

решения, корректные значения 1 2
ˆ0,m E E  , 2 1

ˆ0,m E E  . Производные в 
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крайних точках показали следующие значения: для модулей Юнга, стесненного 

сжатия, сдвига и параметра лямбда значения производных в крайних точках 

являются разностью соответствующих упругих постоянных. 

Таким образом, знак производной или наклон графика определяется какой 

модуль исходных фаз больше. Полученные решения в виде 
1 1 2 2Ê m E m E   

удовлетворяют значениям в крайних точках, знакам производных от одной фазы к 

другой и монотонной зависимостью перехода упругих констант гетерогенного 

материала от второй фазы к первой с ростом содержания первой фазы 
1m . 

Полученные решения представляют собой прямые линии. Однако исходные 

гипотезы существенно ограничивают деформацию фаз, поэтому решение 

уравнений дает равенство коэффициентов Пуассона для гетерогенного материала 

и составляющих его фаз, а такое решение не удовлетворяет исходному 

предположению о монотонном изменении всех упругих констант. Проверим 

закон сохранения энергии (2.3.4): 

  1 1 11 2 21 2 2 2
ˆm m m m          (2.3.22) 

Так как деформации фаз и гетерогенного материала равны, согласно 

гипотезе (2.3.21), легко увидеть, что закон сохранения энергии выполняется. 

Проведем качественный анализ полученных соотношений для модуля Юнга 

(2.3.21) случая 4: 

1
1

2 2

ˆ
1 1

E E
m

E E

 
   

 
     (2.3.23) 

1 1
1 1

2 2 2 2

ˆˆ
1 1, 1 1

L L
m m

L L

 

 

   
        

       (2.3.24) 

Для выражений упругих модулей соответствует линейный характер 

поведения (рис. 23), при этом, угол наклона зависимости определяется 

соотношением между модулями фаз. 
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Случай 5 

Для рассматриваемой гипотезы (2.2.24) получены выражения для 

одноосного напряженного (2.2.28), (2.2.29) и деформированного состояний 

(2.3.28), (2.3.29) получена система: 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

ˆˆ ,

1 1
,

ˆ ˆ

1 1
,

ˆ ˆ

ij ij ij ij ij ijm m

m m m m

E EE

m m m m

L LL

     

  

 


    



   



   
     (2.3.25) 

Утверждение 4 

Анализ соотношений (2.3.25) случая 5 позволяет сделать вывод о том, что 

одноосное напряженно-деформированное состояние дает систему из 6 

независимых уравнений для определения двух параметров Ламе ̂  и ̂ , что в 

конечном результате не имеет единственного решения в выборе параметров ̂  и 

̂  от 
1 1,   и 

2 2,  , а также объемных содержаний фаз. 

  
Рисунок 23 – Качественные зависимости модуля Юнга (слева) и коэффициента 

Пуассона (справа) для случаев 4 и 5 

Проведем качественный анализ полученных соотношений для модуля Юнга 

(2.3.21) случая 5 в форме удобной для качественного анализа в виде: 

1 2̂   

1m

̂
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2 21 1
1 1

2 2

ˆ ˆ1 1
,

1 1 1 1

E

E E
m m

E



 



 
   

      
   

   (2.3.26) 

Для модуля стесненного сжатия соотношения (2.3.21) и (2.3.25) запишутся в 

виде: 

2 21 1
1 1

2 2

ˆˆ 1 1
,

1 1 1 1

L

L L
m m

L



 



 
   

      
   

   (2.3.27) 

 
Рисунок 24 – Качественная зависимость относительного модуля стесненного 

сжатия гетерогенного материала от объемного содержания для случаев 4 и 5 

 
Рисунок 25 – Качественная зависимость относительного упругого модуля ˆ /   

гетерогенного материала от объемного содержания для случаев 4 и 5 
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Для всех зависимостей производные функции осредненных модулей 

2

1

ˆ /dE E

dm

2

1

ˆ /dL L

dm

2

1

ˆ /d

dm

 
 конечны, при 

1 0m  . 

И в интервале от 
10 1m   не обращаются в ноль или бесконечность, что 

указывает на отсутствие в этом интервале точек для перегиба соответствующих 

кривых и, следовательно, отсутствие структурного изменения гетерогенного 

материала в процессе увеличения объемного содержания одной из фаз. Как 

следует из качественного анализа кривых, изображенных на рисунках 23, 24, 25 

они равны 1 и зависят от механических параметров соответствующих фаз, 

составляющих гетерогенный материал. Данная гипотеза для гомогенизации 

упругих свойств гетерогенного материала предполагает равенство компонентов 

тензора напряжений для гетерогенного материала и составляющих его фаз. 

Компоненты тензора деформаций определяются через сумму компонентов 

тензоров деформаций, помноженных на соответствующее объемное содержание. 

Диаграмма напряжение-деформация для гетерогенного материала всегда 

находится между диаграммами составляющих фаз. Решая задачи об ОНС и ОДС 

стержня из гетерогенного материала, были получены соотношения, связывающие 

упругие константы гетерогенного материла с упругими константами фаз. Оценки 

в крайних точках, дают или нулевые значения или в соответствии с типом 

решения корректные значения 1 2
ˆ0,m E E  , 2 1

ˆ0,m E E  . Производные в 

крайних точках показали следующие значения: для модулей Юнга, стесненного 

сжатия, сдвига и параметра лямбда значения производных в крайних точках 

являются разностью соответствующих упругих постоянных. Таким образом, знак 

производной или наклон графика определяется соотношением между упругими 

модулями исходных фаз. Полученные решения в виде 1 2

1 2

1

ˆ

m m

E EE
   

удовлетворяют значениям в крайних точках и знаками производных. От одной 

фазы к другой и монотонной зависимостью перехода упругих констант 

гетерогенного материала от второй фазы к первой с ростом объемного 
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содержания 
1m . Полученные решения представляют собой ветви 

гиперболической функции. Однако исходные гипотезы существенно 

ограничивают напряжения между фазами, поэтому решение уравнений дает 

равенство коэффициентов Пуассона для гетерогенного материала и 

составляющих его фаз, а такое решение не удовлетворяет исходному 

предположению о монотонном изменении всех упругих констант. По 

рассматриваемой гипотезе гомогенизации проверим закон сохранения энергии: 

1 1 2 2
ˆˆ ˆ ˆm m        (2.3.28) 

При сокращении эффективного напряжения для осредненного 

гетерогенного материала, получаем вторую часть гипотезы (2.3.25). Закон 

сохранения энергии выполняется. 

Случай 6 

Совмещение гипотезы (2.2.30) и полученные тривиальные выражения 

(2.2.31) и (2.3.32) 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

ˆˆ ,

ˆ ˆ,

ˆ ˆ,

ij ij ij ij ij ij

E E E

L L L

     

  

  

    



   


        (2.3.29) 

Утверждение 5 

Гипотеза о равенстве полей напряжений и деформаций фаз и осредненного 

гетерогенного материала позволяет утверждать, что такой гетерогенный материал 

состоит из фаз, упругие параметры которых равны. 

Доказательство 

По определению для конкретного описания гомогенной среды необходимо 

иметь в законе Гука две механические константы ̂  и ̂  (т.е. параметры Ламе). 

Следовательно, задача сводится к определению двух параметров Ламе ̂  и ̂  для 
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гомогенной среды через параметры Ламе 
1 1,   и 

2 2,   составляющих фаз и 

соответствующих объемных содержаний, при этом одномерные напряженно-

деформированные состояния выполняются одновременно. Следует заметить, 

аналогичная задача может быть поставлена и относительно модулей Юнга и 

коэффициентов Пуассона, так как они взаимно-однозначно связаны с 

коэффициентами Ламе. 

1 1 1 2 2 2
ˆˆ m m          (2.3.30) 

Так как компоненты фаз равны между собой по рассматриваемой гипотезе, 

то закон сохранения энергии выполняется. 

Случай 7.1-7.2 

 

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 21 2

1 2 1 2 2 1

ˆˆ ˆ ˆ ; ;

1
,

1 ˆ,
ˆ

ij ij ij ij ij ijm m

m m m E m E

E E E m E m E

L L m mm m

L L m L m LL

     

 


 





   
 

  


 
   



   (2.3.31) 

Принципиальным отличием данной гипотезы от предыдущих 6 является то, 

что мы исходим из свойств гетерогенного материала, раскладывая их на 

компоненты тензоров напряжений и деформаций для каждой из фаз (рис. 26).  

 
Рисунок 26 – Качественная зависимость относительного упругого модуля 

гетерогенного материала от объемного содержания для случаев 4 и 5 
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Например, тензор напряжений для первой фазы есть тензор напряжений 

гетерогенного материала, умноженный на объемное содержание первой фазы. 

При таких предположениях не возникает разрывов в компонентах напряжений и 

деформаций. В результате решения уравнений равновесия мы получаем два 

выражения для двух независимых упругих констант: выражение (2.2.35) для ОНС 

и выражение (2.3.35) для ОДС. В рассматриваемых случаях, закон сохранения 

энергии запишется в виде: 

  

   

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

m

m

m

m

mm      

  



 

 



 

 

 















    (2.3.32) 

Полученное выражение показывает, что данная гипотеза может быть 

применима, а закон сохранения энергии выполняется автоматически. 

Производные для зависимости модуля упругости от объемного содержания в 

крайних точках: 

 2
2 1

1 1

ˆ
,

dE E
E E

dm E
   1

2 1

1 2

ˆdE E
E E

dm E
     (2.3.33) 

 
 

а б 

Рисунок 27 – Качественная зависимость относительного модуля упругости (а) и  

относительного коэффициента Пуассона (б) для гетерогенного материала в случае 

7.1 
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а б 

Рисунок 28 – Качественная зависимость относительного модуля упругости (а) и 

относительного коэффициента Пуассона (б) для гетерогенного материала в случае 

7.2 

Случай 8.1-8.2 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ; ;

ˆ ˆ,

ˆ ˆ, .

ˆˆ , .

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

m m

m m

E m E m E m m

L m L m L m m

     

   

  

  

    

  


   


   

   (2.3.34) 

Рассматриваемый случай похож на случай 7, так как свойства гетерогенного 

материала раскладываются на свойства фаз в определенных соотношениях.  

  
а б 

Рисунок 28 – Качественная зависимость относительного модуля упругости (а) и 

относительного коэффициента Пуассона (б) для гетерогенного материала в случае 

8.1 
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В данном случае напряжение гетерогенного материала представляется в 

виде суммы напряжений фаз, а деформация гетерогенного материала 

записывается в виде суммы деформаций фаз, умноженных на соответствующее 

объемное содержание. Системы, связывающие упругие константы для ОНС 

(2.2.38) и ОДС (2.3.37), различаются между собой и должны быть рассмотрены 

отдельно. Полученные решения (2.3.34) удовлетворяет значениям в крайних 

точках. 

 
 

а б 

Рисунок 29 – Качественная зависимость относительного модуля упругости (а) и 

относительного коэффициента Пуассона (б) для гетерогенного материала в случае 

8.2 

Рассматривая закон сохранения энергии, стоит отметить, что он не 

выполняется. 

   

   

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 2 2 1 2

2 2
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     

     

 

 

       

    

     





  
 

Полученное выражение никогда не обращается в ноль в диапазоне 1m  от 0 

до 1. Как видно из полученных графиков, представленные модели позволяют 

прогнозировать два независимых упругих параметра от объемного содержания 
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включений. Каждая из зависимостей удовлетворяет значениям в крайних точках 

графика. 

Выводы по Главе 2: 

Проведен анализ возможного совместного напряженно-деформированного 

состояния фаз. Рассмотренные случаи осреднения упругих свойств гетерогенного 

материала не являются полными, так как возможно реализовать новый критерий 

эффективного осреднения и получить новые выражения для упругих свойств 

гетерогенного материала. В то же время, представленные случаи дают общее 

представление об осреднении. Как показано в настоящей главе, для определения 

двух независимых констант гетерогенного материала, необходимо получить две 

функции, связывающие упругие параметры осредненного материала с объемными 

содержаниями и упругими параметрами фаз, входящих в него. Для определения 

двух функций использовано одноосное напряженное и одноосное 

деформированное состояния, решения которых дают искомые функции. Случай 

№ 7 соответствует выполнению всех законов сохранения одномерного 

стационарного напряженно-деформированного состояния гетерогенного 

материала. 
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Глава 3. Экспериментальное определение упругих характеристик полимеров, 

наполненных наночастицами 

Проведение механических испытаний гетерогенных материалов в целом 

выполняется по тем же правилам и стандартам, что и классические испытания 

металлов, керамики и пластмассы. Прежде всего, параметры механических 

испытаний по определению упруго-прочностных свойств обусловлены в первую 

очередь величиной и действием той нагрузки, которой разрабатываемые 

материалы будут подвергаться в процессе эксплуатации [116; 117]. Кроме того, 

для реализации напряженного состояния, при котором поле напряжений и 

деформаций можно рассчитать аналитически, требуется различная форма и 

размеры образцов. Определение размеров испытываемых образцов обусловлено 

как способом испытаний в зависимости от типа материала и способа нагружения 

[11]. Для сравнения механических свойств материалов разработаны 

стандартизованные испытания. Стандартизированными испытаниями для таких 

материалов как металлы, керамики, полимеры являются: 

 Одноосное растяжение [118–120]  

 Одноосное сжатие [121; 122]  

 Кручение для определения модуля сдвига [123–125]  

 Трехточечный и четырехточечный изгиб по определению изгибного 

модуля [126; 127] 

 Измерение твердости [128; 129] 

 Всестороннее сжатие по определению модуля всестороннего сжатия 

 Бразильский тест по определению предела прочности при растяжении 

для хрупких материалов 
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Требования к испытательным машинам, тестируемым образцам, методике 

проведения испытаний определяются государственными и отраслевыми 

стандартами. Для каждого типа материалов отличается способ определения 

модулей упругости. В большинстве стандартизованных испытаний за один опыт 

определяется только одна упругая характеристика материала. Для определения 

остальных характеристик проводятся дополнительные испытания. Особенности 

подготовки образцов, проведения испытаний, а также обработки 

экспериментальных данных могут приводить к большим ошибкам в определении 

упругих модулей. В результате проведения механических испытаний получают 

зависимость прилагаемой нагрузки к изменению формы и размеров образца, 

обычно выражаемую в координатах «напряжение-деформация». Обработка 

кривых «напряжение-деформация» может проводиться различными способами, 

причем от выбора способов определения тех или иных параметров, изменяются и 

определяемые характеристики. Способ расчета определяется стандартами 

испытаний, поэтому для различных материалов следует выбирать различные 

алгоритмы определения тех или иных значений механических свойств. 

Некорректный выбор алгоритма может приводить к значительным отклонениям 

от справочных значений и систематическим ошибкам. Так например, обработка 

кривой напряжение-деформация для определения модуля Юнга E может 

проводиться различными способами: методом касательной, методом секущей, 

методом производной по диаграмме напряжение-деформация. Вообще говоря, в 

линейной теории упругости модуль Юнга определяется как угол наклона линии σ-

ε и отображается в виде наклонной прямой линии. Однако полученные 

зависимости в действительности могут быть лишь в какой-то степени 

приближения аппроксимированы прямыми, из-за особенностей преднагрузки, 

влияния захватов, измеряемой аппаратуры, нелинейности упругих свойств самих 

материалов и т.д. Поэтому участки зависимостей   , а также способы расчета 

модуля упругости и других механических характеристик должны быть подобраны 

в соответствии с линейно-упругим поведением материала.  
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1. Испытательные установки для реализации напряженно-

деформированных состояний 

В настоящей работе для экспериментального изучения механических 

свойств исследуемых материалов использовались ряд стандартных 

испытательных установок, позволяющих определять широкий спектр 

механических характеристик различных материалов. Применяемые установки 

являются стандартными в своем классе машин с усилием до 10 кН. Для данного 

класса установок характерны высокая точность измерения деформации и усилия, 

а также широкие возможности для модернизации и установки дополнительных 

приспособлений. На рисунке 19 приведен внешний вид испытательных установок 

для испытаний на одноосное растяжение для реализации одноосного 

напряженного состояния. Машины состоят из жесткой рамы, тензодатчика, 

электродвигателя, двух жестких зажимов и компьютера для точной программы 

управления нагружением. Испытательные установки позволяют обрабатывать 

данные в режиме реального времени с частотой до 500 Гц. Контроль и управление 

ориентированы на определение события при испытании (например, смена 

скорости при достижении предела текучести или границы деформации), что 

позволяло определять модуль упругости во время испытания автоматически. 

  
а б 

Рисунок 27 – Внешний вид используемых экспериментальных установок: а – с 

усилием 5кН, б – с усилием 100 кН 
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Параметры установок приведены в таблице 2. Нижняя опора жестко 

закреплена на раме, а верхняя, установленная на кросс-балке, перемещается с 

помощью шагового двигателя. Между кросс-балкой и верхней опорой 

расположен S-образный датчик усилия, преобразующий деформации в расчетные 

нагрузки. Подобные электромеханические системы хорошо зарекомендовали себя 

для оценки деформации образца вдоль оси нагружения, а также для проведения 

испытаний на трех- и четырехточечный изгиб. Для верификации работы 

испытательной машины проводились испытания материалов, свойства которых 

были заранее известны. На данных испытательных машинах выполнялись 

стандартные испытания образцов из материалов Сталь 3 и поликарбонат по 

определению механических параметров различных материалов. 

Таблица 2. Характеристики испытательных установок 

Испытание материала Сталь 3 проводилось в соответствии с 

рекомендациями государственных стандартов [130]. Для испытаний 

Технические данные/Название 

установки: 
Zwick/Roell Z 005 Zwick/Roell Z 100 

Номинальная сила 5нF кН  100нF кН  

Максимальная сила 120 % от нF  120 % от нF  

Предел сил 150 % от нF  150 % от нF  

Скорость перемещения траверсы: 
От 0,0005 до 1500 

мм/мин 

От 0,0005 до 300 

мм/мин 

Разрешение системы по перемещению 

шагового двигателя 
±2 мкм ±2 мкм 

Разрешение контактного датчика 

деформации – экстензометра  
Отсутствует 0,08 мкм 

Сила между датчиком и образцом не 

более 
0,02 Н  
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использовались двухлопаточные образцы на растяжение с прямоугольной рабочей 

частью с поперечным сечением 10x1,5 мм
2
 при рабочем расстоянии 110 мм. 

Верхние и нижние боковые поверхности образцов зажимались в клиновидных 

захватах и к образцу прикладывалась преднагрузка, равная 0,6 МПа, для 

компенсации перемещения, связанного с конструкцией испытательной установки. 

Скорость нагружения определялась по прикладываемой силе и составляла 120 

Н/мин. Размеры поперечных сечений для образцов составляли 10x1,5 мм
2
. Длина 

рабочей части составляла 60 мм. В результате построены диаграммы напряжение 

– деформация до разрушения образца. Для материала Сталь3 удается получить 

точное значение предела текучести и модуля Юнга 240 МПа и 2,1±0,01 10
5
 МПа 

соответственно. 

Испытание материала полиметилметакрилат осуществлялось в соответствии 

со стандартом испытаний [120]. Для испытаний использовались плоские 

двухлопаточные образцы с прямоугольной рабочей частью 10x4мм
2
. Длина 

рабочей части 60 мм, а рабочее расстояние 110 мм. Преднагрузка образца 

составляла 50 Н, скорость приложения нагрузки выбрана постоянной по 

перемещению 1 мм/мин. В результате построены диаграммы напряжение – 

деформация до разрушения образца. Для полиметилметакрилата удается получить 

значение модуля упругости 1,78±0,1·10
3
 МПа, соответствующее табличным 

данным. 

Испытание полиуретана проведено по международному стандарту [131]. 

Для испытаний использовались плоские двухлопаточные образцы с 

прямоугольной рабочей частью 2,5x6 мм
2
. Длина рабочей части 25 мм, а рабочее 

расстояние 55 мм. Преднагрузка образца составляла 0,1 МПа, скорость 

приложения нагрузки выбрана постоянной по перемещению 500 мм/мин. 

Определены модуль Юнга исследуемого полиуретана 7±0,5 МПа, а также предел 

прочности по деформации 150±10 %. Представленные на рисунке 20 диаграммы 

получены для различных материалов в соответствии со стандартами испытаний 

позволили провести верификацию получаемых упруго-прочностных 
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характеристик, определяемых с помощью данной механической установки с ранее 

известными механическими свойствами. 

 
Рисунок 28 – Диаграммы напряжение-деформация для различных материалов, 

полученные на установке Zwick/Roell Z005 

Оценка влияния размеров образца, отлитого из термореактивной смолы 

DER-330 для определения модуля Юнга без использования контактного датчика 

деформации (экстензометра), проводилась на отливках эпоксидной смолы без 

нанопорошка. Для этого образцы прямоугольного сечения двух типов: 4x8 и 4x6 

мм
2
 подвергались одноосному растяжению в клиновидных захватах на установке 

Zwick/Roell Z005 при одних и тех же условиях нагружения: преднагрузка 50 Н, 

контроль перемещения траверсы со скоростью 1мм/мин при комнатной 

температуре. Определение модуля упругости осуществлялось по кривой 

напряжение-деформация на участке 1-2 % деформации. Рабочая длина 

варьировалась от 15 до 120 мм. Для сравнения двух типов образцов введем 

безразмерный параметр 

2 2d h b       (3.1.1) 

где d  - характерный размер сечения образца, h  - толщина образца, 

b  - ширина образца. Отношение между шириной и толщиной образца также 

должно находится в пределах / 1...5b h  , для одинаковых поперечных 
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деформаций образца и отсутствия проскальзывания в зажимах. Примем l  за 

рабочее расстояние между зажимами образца. 

 
Рисунок 29 – Влияние соотношения размеров образцов из эпоксидной смолы на 

значения модуля Юнга при испытании 

Представленный на рисунке 29 график показывает, что модуль упругости 

Юнга существенно зависит от длины образца при данном типе нагружения и 

системы измерения перемещений. Перемещение самого образца складывается с 

перемещениями внутри нагруженной системы креплений, захватов и траверсы, а 

также датчика определения усилия, внося значительную систематическую 

погрешность в определения модуля Юнга. С ростом длины образца, растет его 

перемещение под нагрузкой, которое становится существенно больше элементов 

нагруженной системы при рабочем расстоянии от 100 мм и более. Оба типа 

образцов ведут себя одинаковым образом, при этом, образец меньшего 

поперечного сечения с меньшей площадью раньше выходит на значения 

постоянного модуля. 

Таким образом, для реализации одноосного напряженного состояния при 

растяжении образца, для исследуемого материала DER-330+ИМТГФА 

необходимо, чтобы отношение характерного размера образца к рабочему 

расстоянию было больше 10. При таких размерах поперечные смещения 

испытываемого образца много меньше удлинения в направлении действия силы. 
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2. Описание подготовки исследуемых материалов 

В работе исследовались свойства полимерных гетерогенных дисперсно-

упрочненных материалов на основе термореактивных двухкомпонентных 

эпоксидных смол с применением различных отвердителей с наполнением 

ультрадисперсными порошками с различной удельной площадью поверхности. 

Подобные композиции широко применяются как самостоятельные материалы для 

изготовления отливок, так и в качестве связующего для более сложных 

композитов, таких как угле- и стеклопластики и др. Полимерные связующие на 

основе термореактивных эпоксидных смол активно применяются, благодаря 

своей высокой удельной жесткости, технологичности, относительно простой 

обработке. Деформационное поведение эпоксидной смолы с высокой точностью 

аппроксимируется прямой и поведение можно считать линейно-упругим. 

Используемые полимерные матрицы 

В настоящей работе в качестве матрицы использована термореактивная 

эпоксидная смола DER-330 (Dow Chemical, Германия), отверждаемая 

изометилтетрогидрофталиевым ангидридом (ИМТГФА, ТУ 8.103149-85, Россия) 

(таблица 3). Жидкая низковязкая эпоксидная смола DER-330 является импортным 

аналогом неотвержденной диановой эпоксидной смолы ЭД-22. Данная смола 

является широко распространённой и используется в промышленности в качестве 

компонентов композиционных материалов - заливочных и пропиточных 

компаундов, клеев, герметиков, связующих для армированных пластиков, 

защитных покрытий. Низковязкая эпоксидная смола позволяет вводить 

нанопорошок без применения растворителей до массового содержания 6 % , 

сохраняя высокую текучесть, что позволяет механически размешивать, 

подвергать ультразвуковой обработке, разливать в формы смесь смолы, 

отвердителя и порошка. Невысокая скорость реакции полимеризации позволяет 

исключить влияние пузырьков воздуха на механические свойства. 

Таблица 3. Характеристики компонентов термореактивного компаунда 
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Компонент 
Внешний 

вид 

Динамическая 

вязкость при 

25°C, Па•с 

Плотность 

при 25 °C, 

г/см
3 

Массовая доля 

эпоксидных 

групп/ 

ангидрида, % 

D.E.R.-330 
Вязкая, 

прозрачная 
7-10 1,16 23,2-24,4 

ИМТГФА 

Светло-

желтая, 

прозрачная 

0,1 1,21 ≥40,5 

Нанодисперсные включения 

В качестве используемых нанодисперсных включений были применены 

порошки диоксида кремния, полученные разными способами. Часть порошков 

(Таркосилы) получена на установке, разработанной ИТПМ СО РАН совместно с 

ИЯФ СО РАН, как описано в работе [132]. Она представляет собой 

промышленный ускоритель ЭЛВ мощностью 100 кВт, реактор для испаряемого 

вещества, коагулятора, серии циклонов и фильтров для очистки и выделения 

наночастиц. Получение нанодисперсных порошков широкого круга веществ 

испарением техногенных и природных исходных материалов на ускорителе 

электронов в атмосфере различных газов при атмосферном давлении, с 

последующим охлаждением высокотемпературного пара с улавливанием 

наночастиц в виде порошка. В качестве ускорителя электронов был использован 

промышленный ускоритель ЭЛВ с мощностью до 100 кВт. Особенностью 

ускорителя является высокая энергия электронов (1,4 МэВ), а так же возможность 

выпуска пучка в атмосферу. Испарение исходного твердого вещества 

производится в реакторе, затем пар транспортируется из зоны нагрева и 

одновременно разбавляется и охлаждается воздухом (или другим несущим газом). 

Далее, в соответствующих элементах установки, сконденсировавшиеся и 

отвердевшие наночастицы улавливаются и собираются в виде порошка. Таким 

образом, получают нанодисперсные порошки оксидов. 
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Другая часть порошков представляет собой продукт гидролиза 

тетрахлорида натрия в пламени [133]. Водород и кислород (из воздуха) 

взаимодействуют в присутствии SiCl4 с образованием SiO2: 

2 2 2

4 2 2

2 2 4 2

2 2

2 4

2 4

H O H O

SiCl H O SiO HCl

H O SiCl SiO HCl

 

  

     

Предварительно тетрахлорид кремния переводят в газообразное состояние и 

подают вместе с водородом в реактор. Водородное пламя горит непрерывно в 

камере реактора приводя к образованию воды, а затем диоксиду кремния и 

соляной кислоты. Полученная смесь охлаждается, а затем от частиц отделяют 

соляную кислоту для дальнейшей переработки. 

Оценка плотности наночастиц  

В то же время экспериментально показано, что плотность наночастиц может 

отличаться от плотности макроматериала и ее определение представляет собой 

отдельную задачу. С одной стороны известно, что строение кристаллической 

решетки определяет плотность макровещества, и удельный объем занимаемый 

атомами в элементарной ячейке кристаллического вещества совпадает с 

плотностью макровещества для соответствующей фазы с точностью до десятых. 

Соответственно классические представления говорят о том, что плотность 

практически не зависит от размера и изменяется лишь из-за наличия дефектов в 

структуре кристалла. В таблице 4 приведены значения плотности из 

кристаллографических представлений о различных фазовых состояниях диоксида 

кремния [134], так и для нанодисперсных частиц, заявленных различными 

производителями. Как видно из монографии Н.М. Бобковой [134], значения 

плотности для наночастиц близки к плотностям аморфного кварцевого стекла. 

Как показано в работе [135], плотность нанодисперсных частиц диоксида кремния 

существенно зависит от кристаллической структуры и следовательно способу 

получения (рис. 30). 
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Таблица 4. Физические свойства диоксида кремния 

Минерал 
Плотность, 

кг/м
3 

Твердость по шкале 

Мооса 

Удельный объем, 

м
3
/кг 

α-кварц 2,665 7 0,3952 

β-кварц 2,52 7 0,3766 

γ-тридимит 2,31 6-7 0,4310 

β- тридимит 2,3 6-7 0,4350 

α- тридимит 2,23 6-7 0,4430 

β-кристобалит 2,32 7 0,43 

α-кристобалит 2,23 7 0,4480 

Кеатит 2,5   

Коэсит 3,01 8 0,3322 

Волокно SiO2 1,96 - - 

Cтекло 2,2 6 0,4525 

Стишовит 4,35 7,5-8 0,2222 

Меланофлогит 2,04 6,5-7 - 

Таркосил 2,2 - - 

Аэросил 1,9/2,2/2,36 - - 

Наибольшей плотностью обладает кристаллическая структура стишовита. 

Известно, что нанопорошки диоксида кремния имеют аморфную структуру [132; 

133], соответственно обычно указывают плотность вещества такую же как для 

кварцевого стекла – 2,2 г/см
3
. С другой стороны, различные производители 

нанопорошков диоксида кремния приводят разные значения плотности 

нанодисперсных порошков диоксида кремния, утверждая, что порошки 

рентгеноаморфны. Производитель ультрадисперсного диоксида кремния под 

маркой Аэросил [133] приводят плотность 2,36 г/см
3
, для Таркосилов [132] – 
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2,2 г/см
3
. А для наночастиц, полученных зол-гель методом [135] – 1,97 г/см

3
. 

Причем в этой работе утверждается, что плотность вещества при размере более 

100 нм стабильна, а при размере менее 100 нм уменьшается с уменьшением 

размера частиц. Эти данные подтверждают другие лаборатории, работающие по 

данному направлению исследования [136]. 

  

а б 

Рисунок 30 – Оценка плотности наночастиц диоксида кремния в зависимости от 

размера (а) и кристаллической структуры (б) 

Таким образом, в дальнейшем будем использовать значения плотности, 

заявленные производителем, однако зависимость плотности частиц от размера в 

нанодиапазоне требует дальнейших фундаментальных исследований. 

Оценка размеров используемых нанодисперсных порошков 

Стоит отметить, что оценка размеров, распределения по размерам самих 

наночастиц требуют дальнейшего совершенствования методов определения. 

Размер частиц порошков диоксида кремния был оценен несколькими способами. 

Удельную площадь поверхности частиц порошков измеряли с помощью прибора 

Сорби-М (ЗАО «Мета», Россия) по четырехточечному методу Брунауэра-Эммета-

Тейлора. Предполагая, что частицы диоксида кремния имеют идеальную 

сферическую форму, рассчитывали характерный размер по формуле: 
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част
уд

част

n S
S

n m





.      (3.2.1) 

В предположении, что все частицы сферические и одного размера можем 

записать, выражение для площади поверхности и массы одной частицы: 

24част частS r ,      (3.2.2) 

34

3
част част частm r   .     (3.2.3) 

Подставляя выражения (3.2.2), (3.2.3) в формулу (3.2.1) 

3
уд

част част

S
r


         

Отсюда выразим радиус частицы включения: 

3
част

част уд

r
S




.      (3.2.4) 

Где 
удS - удельная площадь поверхности, , , ,част част част частS m r  - площадь 

поверхности, масса, радиус, плотность частицы, принятая 1,9 г/см
3
. Кроме того, 

оценка диаметра частиц производилась на СЭМ-изображениях агломератов 

порошка. На рисунках 31-32 представлены СЭМ-изображения агломератов частиц 

порошков, где обведены окружностью отдельные частицы, соединенные в 

агломераты. Как видно из значений таблицы 5 такой простой формулой можно 

предсказывать размер частиц представленных порошков, так как форма частиц 

очень близка к сферической, а также относительно узкой дисперсности порошков. 

Другим способом оценки являлось измерение диаметра частиц по данным 

сканирующей электронной микроскопии. На рисунке 31 показаны как агломераты 

частиц нанодисперсных порошков, так и отдельные частицы. 
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а б 

Рисунок 31 – СЭМ-изображения порошков диоксида кремния при увеличении 

X300 000: а – Таркосил Т-15, б – Аэросил А-380 

Ввиду большой удельной поверхности все используемые типы 

нанодисперсных порошков диоксида кремния склонны к образованию 

агломератов, отображенных на рисунке 32. Для всех типов порошков размер 

агломератов составляет 5-10 μм. Со временем рост агломератов не наблюдается, 

однако их плотность растет, т.к. наночастицы в агломерате уплотняются, образуя 

единую частицу. Тем самым уменьшается удельная площадь поверхности 

порошков. Полученные результаты сведены в таблицу 5. Видно, что результаты 

обоих методов достаточно близки, поэтому в дальнейшем будем считать, что 

средний размер порошков соответствует значениям, полученным с помощью 

формулы, выведенной из площади поверхности частиц порошка в 

предположении, что все наночастицы являются идеальными сферами одного 

размера. Следует отметить, что физические свойства наночастиц до сих пор не 

изучены в полной мере и требуют дальнейших исследований. Тем не менее, в 

настоящей работе наночастицы рассматриваются как объект сплошной среды с 

физическими параметрами плотности, размеров, упруго-прочностных свойств и 

т.д. 

Переход от массового содержания к объемному для наночастиц  

Для сравнения экспериментальных и аналитических зависимостей упругих 

модулей гетерогенных материалов зачастую требуется пересчет массового 
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содержания, используемого в эксперименте, в объемное, применяемое в моделях 

гомогенизации свойств по объему. Экспериментальные зависимости модуля 

Юнга и других упругих модулей строятся от массового содержания, так как 

контроль наполнения каждого из компонентов смеси осуществляется с помощью 

весов. 

Таблица 5. Характеристики используемых порошков диоксида кремния 

Название 

порошка 

Удельная 

площадь 

поверхности, 

м
2
/г 

Насыпная 

плотность, 

г/м
3
 

Средний диаметр 

частиц порошка 

теоретический, 

нм 

Диаметр частиц 

по СЭМ-

изображениям, 

нм 

Аэросил 

A-200 
199±10 50-60 16 8-30 

Аэросил 

A-300 
280±10 50-60 11 5-30 

Аэросил 

A-380 
242±10 50-60 13 5-30 

Таркосил 

T-05 
50±5 70-80 63 10-70 

Таркосил 

T-15 
96±5 70-80 33 10-60 

Таркосил 

T-20 
134±5 60-70 24 10-50 

Для пересчета массового содержания в объемное, используем данные о 

плотности наночастиц диоксида кремния из работы [132]. 

1 1
1 1

1 1

;
V M

m с
V M

 

 


  


     (3.2.5) 

где 1m  - объемное содержание наночастиц в смеси, 1V  - объем, занимаемый 

наночастицами в объеме смеси V , 1с  - массовое содержание, а 1,M M - массы 

включений и смеси соответственно. 
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а б 

  
в г 

Рисунок 32 - СЭМ-изображения агломератов порошков диоксида кремния при 

увеличении 20 000: a – Таркосил Т-05, б - Таркосил Т-15 в - Таркосил Т-20, 

г - Аэросил А-200 

Плотность смеси может быть записана через массовые содержания фаз как: 

1 2

1 2

1

с с


 





.     (3.2.6) 

Подставляя (3.2.6) в (3.2.5) получим: 

1 2
1

1 2 2 1

;
с

m
с с



 



     (3.2.7) 

Из данной формулы видно, что пересчет из массового в объемное 

содержание требует определения плотности наночастиц. Оценка значений 



100 

плотности наночастиц порошков Таркосила и Аэросила проведена в разделе, 

посвященном описанию нанодисперсных порошков. 

Методика подготовки образцов 

Требуемое количество нанодисперсных включений смешивалось с 

отвердителем ИМТГФА по массе. Смесь отвердителя и порошка подвергалась 

обработке с помощью ультразвукового гомогенизатора (Bandelin Sonopuls 

HD3200, Германия): в емкость помещался бустерный рог с плоским титановым 

зондом диаметром 13 мм. Рабочая частота и время воздействия составляли 20 кГц 

и 3 минуты. Затем в полученную смесь добавляли предварительно нагретую до 

40 °С эпоксидную смолу. Полученная смесь вновь подвергалась механическому 

перемешиванию и ультразвуковой обработке в течение 4 минут. Стабильность 

суспензии оценивалась визуально. Неотвержденную смесь разливали в плоские 

алюминиевые формы. Технологические параметры отверждения отображены на 

рисунке 33. 

Рисунок 33 – Схема отверждения полимерной смеси 

Отверждение проводилось в ступенчатом режиме в сушильном шкафу с 

точностью по температуре ±2 °С (Binder FD53, Германия), также как проделано в 

работе [137–139]. Предварительный нагрев и отверждение составили 2 и 8 часов, 

затем последующая выдержка при температуре 110 °С в течении 2 часов и 

естественное охлаждение до комнатной температуры в закрытой камере 5-8 часов. 
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Всего было изготовлено 36 отливок: по шесть отливок для каждого типа порошка 

с массовой долей от 0 до 5 % с шагом 1 %. Полученные отливки материалов 

извлекались из алюминиевых форм, и подвергались резке, шлифовке и полировке 

для получения образцов требуемых форм и размеров. 

Исследование однородности распределения нанодисперсных 

включений в эпоксидной смоле 

Просвечивающий электронный микроскоп JEM-2010 (JEOL, Япония) при 

ускоряющем напряжении электронов 200 кВ использовался для контроля 

равномерного распределения частиц в эпоксидной смоле (рис.34).  

  
Т-05 Т-15 

  
Т-20 А-200 

Рисунок 34 – Распределение включений Таркосила и Аэросила в эпоксидной 

смоле 

Частицы эпоксидной смолы с нанопорошками размером 1-3 мкм и 

помещены на углеродную пленку, размещенную на металлической сетке в камеру 

просвечивающего электронного микроскопа. Частицы и агломераты частиц 
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нанопорошков в эпоксидной смоле выглядят более темными по сравнению с 

полимерной матрицей. Изображения на рисунке 34 показывают, что для 

порошков Таркосила можно достичь равномерного распределения частиц. Однако 

порошки Аэросила имеют тенденцию к агломерации в эпоксидной смоле и по 

объему эпоксидной смолы расположены скоплениями, как показано на рисунке 

35. Линиями обведены скопления частиц в матрице. Просвечивающая 

микроскопия не позволила выявить образования видимого межфазного слоя на 

границе частица-эпоксидная смола. Размер частиц порошков, определенных с 

помощью просвечивающего микроскопа, соответствует полученным результатам. 

  
А-300 А-380 

Рисунок 35 – Распределение включений Аэросила в эпоксидной смоле 

3. Одноосное растяжение 

В качестве методов определения упругих свойств эпоксидной смолы с 

добавлением наночастиц различной дисперсности и содержания были 

реализованы одноосные напряженные и деформированные состояния, 

соответствующие одноосному растяжению и стесненному сжатию образцов. 

Оценка влияния среднего размера частиц включений на модуль упругости 

Юнга при одноосном растяжении проводилась на плоских образцах 

прямоугольного сечения 160x3x7 мм3. Массовое содержание нанодисперсных 

включений для всех композиций составляло 2 %. Длина рабочей части составила 

100 мм. Испытания образцов на одноосное растяжение в клиновидных захватах 

производились в испытательной машине Zwick/Roell Z 005 со скоростью 400 
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Н/мин при комнатной температуре 25 °С. Для уменьшения нелинейных эффектов, 

возникающих из-за небольшого смещения зажимов, образцы предварительно 

нагружались на 50Н. Предел нагружения составлял 35 МПа. Модуль упругости 

рассчитывался на кривой напряжение-деформация методом секущей на участке 

деформации 1-2 %. 

 
Рисунок 36 – Зависимость относительного модуля Юнга на растяжение 

эпоксидной смолы от среднего размера частиц при массовом содержании 2 % 

В результате получено, что каждый тип порошка по-разному увеличивает 

модуль Юнга эпоксидной смолы. Как показано на рисунке 36, для порошков 

Таркосила, прирост модуля Юнга для наполненной эпоксидной смолы составил 

от 7 до 25 % при уменьшении среднего диаметра частиц от 48 до 18 нм. 

Изменение модуля Юнга полимера существенно меньше при добавлении 

порошков Аэросила. Модуль Юнга возрос от 0 до 15 % при диаметрах от 12 до 8 

нм. Погрешность результатов эксперимента около 5 %. Отсутствие датчиков 

измерения перемещения на рабочей части образца могло привести к занижению 

абсолютных значений модуля упругости из-за неизбежно возникающих 

деформациях в силовой цепочке нагружения. 
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4. Стесненное сжатие 

В качестве метода реализации одноосного деформированного состояния и 

одновременного определения двух упругих модулей материала использован 

метод стесненного сжатия, предложенный в работе [140; 141], изображенный на 

рисунке 37а. Похожая установка реализована в работе [142] для испытания 

материалов стоматологических пломб и показана на рисунке 37б. Установка по 

испытанию наполненных полимеров, использованная в работе представляла 

собой оболочку с внешним диаметром 40 мм и внутренним диаметром 6 мм, в 

которую помещается образец показана на рисунке 37а. Сверху и снизу на образец 

давят верхний и нижний пуансон, к которым крепится датчик деформации, чего 

не было предусмотрено в оснастках [140–142]. Оболочка расположена на опорном 

кольце, которое опирается на четыре пружины. Такая конструкция позволяет 

нагружать образец как сверху, так и снизу, снижая вероятность заклинивания 

образца в опорном кольце. Шероховатость внутренней поверхности составляла 

64Ra. Все детали выполнены из материала Сталь 45. Так как модуль упругости 

стали много больше модуля полимера, деформацией пуансонов пренебрегаем. 

 

 

а б 

Рисунок 37 – Схемы эксперимента, предложенные в работах [140; 141] и [142]: а – 

схема Варфилда, б – схема Мазураса 

Подобная оснастка на сжатие позволяет последовательно реализовать 

одноосное напряженное и одноосное деформированное состояния. На первой 

стадии нагружения образец, не касаясь оболочки, линейно сжимается. Решение 
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такой задачи в рамках линейной теории упругости, представляет собой связь 

напряжения и деформации в соответствии с законом Гука. Имея ненулевую силу 

вдоль образца: 

ˆ ˆˆ
xx xxE 

,       

где 
ˆ

ˆ
ˆxx

F

S
  , 0

0

ˆ
xx

l l

l



 .Или в коэффициентах Ламе: 
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Такую же задачу разрешаем для стесненного сжатия. Образец не может 

деформироваться поперек действия силы, т.е. ˆ ˆ 0yy zz   . Используя закон Гука 

для одноосного деформированного состояния, получим: 
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Первое уравнение системы запишется в виде: 

 ˆ ˆˆ ˆ2xx xx    
.       

Обозначим, ˆˆ ˆ2L     и в дальнейшем будем называть модулем стесненного 

сжатия. Стоит отметить, что в работах [140–142] вместо модуля стесненного 

сжатия использовался модуль всестороннего сжатия, что неверно исходя из 

начальных условий задачи. Имея экспериментальную зависимость напряжения от 

деформации, можем определять линейные коэффициенты на определенных 

участках диаграммы, соответствующих свободному и стесненному сжатию. 

Диаграмма сигма-эпсилон для такого нагруженного состояния выглядит 

следующим образом. 
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Рисунок 38 – Участки диаграммы напряжение-деформация для стесненного 

сжатия 

На первом участке определяется модуль Юнга Ê , на втором участке 

определяется модуль стесненного сжатия L̂ . Промежуточная стадия (см. рис. 38) 

соответствует поперечному расширению образца и заполнению зазоров между 

ограничительным кольцом и образцом (см. рис. 39). Поскольку на торцевых 

поверхностях образца присутствует сила трения, образец сначала деформируется 

в центре, принимая форму бочки, а затем пятно контакта с оболочкой 

увеличивается от середины образца к торцевым плоскостям пуансонов. После 

прохождения промежуточной стадии диаграмма вновь приобретает линейный 

характер. Поскольку размер зазора менялся из-за небольших различий в 

диаметрах образцов, расчет модулей осуществлялся по напряжениям. Перед 

испытанием проводилось измерение поперечного сечения образцов в рабочей 

части. Используя микрометр и электронный штангенциркуль, измерены ширина и 

толщина образцах в разных сечениях образца и выбрано минимальное. 

Отклонения по ширине составили ±0,5мм, по толщине ±0,3 мм. Погрешность 

измерений прибора составляет ±0,01мм. Автоматически вычислена площадь в 

рабочей части. Рабочее расстояние между зажимами L=90 мм. Экспериментально 

определены скорость и величина преднагрузки для уменьшения погрешности в 

определении модуля упругости (0,3 МПа; 1мм/мин). Скорость перемещения 

кросс-балки 5 мм/мин как и в случае одноосного напряженного состояния. 
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Измерение расстояния между пуансонами оценивалось с помощью экстензометра 

закрепленного на пуансонах в местах, указанных на рисунке 39. 

 
Рисунок 39 – Используемая оснастка для проведения испытаний на стесненное 

сжатие 

Для каждого образца была получена диаграмма зависимости напряжения от 

деформации, автоматически записано максимальное напряжение, деформация 

разрушения, модуль Юнга. Выбор участка для расчета упругих модулей 

определялся по характеру поведения зависимости напряжения от деформации. 

Участки диаграммы, близкие к линейным, выбраны для расчета упругих модулей 

методом секущей. Определение модуля упругости Юнга осуществлялось на 

участке 1 10 МПа  , 2 20 МПа  . Значения деформации при 1 2,   определялись по 

диаграмме «напряжение-деформация» для каждого испытания. Модуль Юнга 

рассчитывался по формуле: 

2 1

1 2

Ê
 

 





.      (3.4.1) 

Определение модуля стесненного сжатия осуществлялось методом секущей 

на участке 3 60 МПа  , 4 70 МПа  . Значения деформации 3  и 4  определялись 



108 

экспериментально при соответствующих напряжениях. Модуль стесненного 

сжатия рассчитывался по формуле: 

4 3

3 4

L̂
 

 





.      (3.4.2) 

Представленные на рисунке 40 зависимости, как и предполагалось, имеют 

два линейных участка в начале диаграммы и после прохождения промежуточной 

стадии. Размер промежуточной участка диаграммы варьировался различием в 

диаметре образца и диаметра оболочки, неидеальной плоскостью и 

параллельностью торцов образца и лежал в пределах 6-8 % деформации. По 

представленным диаграммам, согласно формулам рассчитывались модули 

упругости. 

 
Рисунок 40 – Диаграммы напряжение-деформация для стесненного сжатия 

полимерных композиций содержащих 2 % масс. нанодисперсных порошков 

Были построены зависимости модуля Юнга и модуля стесненного сжатия от 

массового содержания включений (рис. 41). 
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а б 

Рисунок 41 – Зависимость модуля Юнга (а) и модуля стесненного сжатия (б) от 

массового содержания наночастиц 

Как показано на рисунке 41, для каждого типа включений 

экспериментальные значения упругих модулей возрастают. При этом полимеры, 

наполненные Таркосилом, показывают больший прирост упругих характеристик, 

по сравнению с полимерами, наполненными Аэросилом. При добавлении 5 % 

масс. содержания Таркосила модуль Юнга возрастает от 18 до 30 %, а модуль 

стесненного сжатия от 16 до 27 %. Рост механических свойств эпоксидной смолы 

менее существенный: рост модуля Юнга составил от 10 до 14 %, а модуля 

стесненного сжатия от 8 до 12 % соответственно. Имея два независимых значения 

упругих постоянных для полимера, возможно, пересчитать остальные значения 

упругих констант. Для этого выразим модули Юнга и стесненного сжатия через 

постоянные Ламе: 

 
 

ˆˆ ˆ2 3
ˆ

ˆ ˆ
E

  

 





; ˆˆ ˆ2L     

Для этого нужно решить квадратное уравнение относительно ̂  или ̂ . 

Следует помнить, что значения модулей упругости всегда положительны: 

 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) 0E L L E L      ; 
2 2

1,2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 ( 3 ) 10 9ˆ
4

L E L E EL L


    
  
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Или относительно  : 

 
2 2

2

1,2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) 10 9ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 3 0;
8

E L E EL L
E L EL  

   
         

При решении квадратного уравнения получаем два корня, т.е. два набора 

параметров Ламе. Рассматриваем только положительные значения, так как 

параметры Ламе положительны по определению. 

  
а б 

Рисунок 42 – Зависимость модуля сдвига (a) и параметра Ламе (б) от массового 

содержания наночастиц 

Изменение параметров Ламе с ростом массового содержания для 

полимеров, наполненных Таркосилом, значительнее, чем для смесей с 

Аэросилами, как показано на рисунке 42. При добавлении 5 % масс. Таркосилов 

модуль сдвига возрастает от 17 до 28 %, а параметр ̂  от 14 до 25 %. Рост 

механических свойств эпоксидной смолы менее существенный: рост модуля 

сдвига составил от 8 до 13 %, а параметра ̂  от 6 до 10 % соответственно. 

Аналогичным образом, возможно пересчитать и два других упругих 

коэффициента: модуль всестороннего сжатия и коэффициент Пуассона по 

формулам: 

 
ˆ 2ˆˆˆ ˆ,

ˆ 3ˆ2
K


  

 
  


.      
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Как показано на рисунке 43, изменение модуля объемного сжатия 

наполненного полимера при 5 % масс. Таркосила составило от 15 до 26 %, а для 

полимера, наполненного Аэросилами, прирост составил от 7 до 11 %. Изменение 

коэффициента Пуассона составило менее 1 %. 

  
а б 

Рисунок 43 – Зависимость коэффициента Пуассона (a) и модуля всестороннего 

сжатия (б) от массового содержания наночастиц 

Представленная методика позволяет реализовать два различных 

напряженно-деформированных состояния, для каждого из которых удается 

измерить упругий модуль. Следует еще раз подчеркнуть, что данное испытание 

применимо, когда деформацией оболочки можно пренебречь. Для этого 

необходимо, чтобы упругие свойства измеряемых образцов были существенно 

меньше, чем свойства оболочки. При достаточно малых деформациях оболочки 

можно принять, что поперечная деформация образца при стесненном сжатии 

равна нулю. Кроме того, требуется обеспечить такую геометрию образца, чтобы 

трение образца и пуансонов было минимальным, а деформированный образец 

полностью заполнял внутренний объем ограничительного кольца, В качестве 

недостатка рассмотренной методики следует отметить высокие требования к 

геометрии образца, возможную потерю устойчивости при сжатии, влияние трения 

между образцом и оболочкой. 
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5. Инструментальное наноиндентирование 

В качестве метода оценки механических свойств, потенциально 

применимого для оценки модулей упругости как самих наночастиц, так и 

композитов, наполненных наночастицами, использовалось инструментальное 

наноиндентирование. Согласно методу Оливера-Фарра и приведенной ранее 

формуле (1.3.4) алмазной пирамидой Берковича были нанесены уколы на 

полированную поверхность эпоксидной смолы с различным добавлением 

наночастиц. В качестве используемых приборов были использованы 

наноинденторы Hysitron NanoTriboindentor TI 950 (США) и ТИСНУМ Наноскан-

4D (Россия). Первоначально проведено исследование по оптимизации параметров 

наноиндентирования для оценки стабильности получения результатов [143] с 

помощью установки Hysitron. Выбор времени приложения нагрузки и усилия 

индентирования являются принципиально важными, чтобы с одной стороны для 

компенсации эффектов релаксации напряжений в эпоксидной смоле, достаточно 

большими для измерений глубинами вдавливания. 

В первой серии экспериментов осуществляли выбор параметров нагружения 

(нагрузка и время нагружения) на ненаполненных образцах, а так же оценивали 

разброс получаемых значений. Данная работа необходима, чтобы говорить о 

точности эксперимента, т.к. при индентировании на получаемые результаты 

может оказывать влияние температурный дрейф, качество подготовки 

поверхности (поскольку в данном случае рассматривается поверхность после 

полировки и в ней могут обнаруживаться частички суспензии) и т.п., и 

независимости получаемых данных от параметров нагружения. При 

индентировании использовали треугольный режим нагружения, при котором 

происходит линейный рост нагрузки и разгрузки с заданным постоянным 

временем. Для выбора типа нагружения для полученных образцов рассматривали 

времена нагружения 5,10, 20, 30, 40, 50, 60lt   с для нагрузок 2, 4, 6, 8,10P   мН. 
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Рисунок 44 – Зависимость модуля упругости ненаполненной эпоксидной смолы 

от времени нагружения и прикладываемой нагрузки 

Для каждого времени нагружения при определенной нагрузке было 

выполнено по 10 испытаний, результаты которых усреднялись. На рисунке 44 

приведены усредненные значения модуля упругости, определяемого методом 

инструментального индентирования по формуле (1.3.4), в зависимости от 

величины нагрузки и времени нагружения для образца эпоксидной смолы, не 

содержащей наночастицы. Видно, что инструментальные значения модуля 

упругости зависят как от времени нагружения, так и от величины 

прикладываемой нагрузки. При временах нагружения более чем 40lt  с и 

нагрузках более 8P   мН такой зависимости практически не наблюдается. Таким 

образом, дальнейшие измерения модуля упругости выполнены по выбранному 

типу нагружения при tl=40 с и P=8 мН. Глубина вдавливания при такой нагрузке 

составляет 900-1000 нм, а контактная площадь согласно формуле порядка 20-25 

µм
2
. Стоит отметить, что на таких масштабах размер отпечатка существенно 

превышает размеры отдельных наночастиц, что подтверждается 

экспериментальными данными. Разброс значений контактного модуля не 

превышает 5 % и в дальнейших исследованиях используются времена нагружения 

и прикладываемая нагрузка, при которых влияние малых времен нагружения и 

прикладываемых нагрузок оказывается несущественным. 
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Для оценки влияния содержания наночастиц на модуль упругости 

гетерогенного материала выполнено наноиндентирование для рассматриваемой в 

работе эпоксидной смолы DER-330+ИМТГФА с добавлением различного 

содержания наночастиц Таркосила Т-15 на установке Наноскан-4D+ при 

массовом содержании от 0 до 4 %. Максимальная нагрузка составила 30 мН, 

прикладывалась к поверхности со скоростью 3 мН/с с выдержкой 3 с и 

последующей разгрузкой с аналогичной скоростью. Участок индентирования 

выбирался на поверхности произвольно. На каждый образец было нанесено 5x5 

уколов с шагом 30 мкм (Рисунок 45). Таким образом, можно оценить достаточно 

большие площади поверхности, проверить наличие или отсутствие аггломератов 

частиц. Показан рост контактного модуля упругости на 13 % с ростом содержания 

Таркосила Т-15. 

 

 
а б 

Рисунок 45 – Серия отпечатков индентора, полученная на образце эпоксидной 

смолы: а – оптическое изображение; б – карта распределения контактного модуля 

упругости на образце ненаполненной эпоксидной смолы 

Влияние размера наночастиц на контактный модуль упругости выполнялась 

на приборе Наноскан-4D с параметрами нагружения 10P   мкН, tl=23 с. Скорость 

нагружения составляла 1 мкН/с, а время выдержки 3 с. Исследуемое массовое 

содержание включений в эпоксидной смоле было постоянным и составляло 2 % 

30 мкм 
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для всех типов исследуемых порошков. На каждый образец было нанесено 9x9 

уколов с шагом 10 мкм. Показано, что при выбранном шаге индентирования и 

прикладываемой нагрузке значения твердости и контактного модуля упругости 

могут иметь неоднородное распределение. Тем не менее, полученные 

осредненные значения контактного модуля позволяют говорить о росте модуля 

упругости с уменьшением размера частиц. Показано, что для порошков Таркосила 

наблюдается рост модуля упругости от 5, 8 и 15 % для порошков Т-05, Т-15 и Т-

20 соответственно. Представленная методика измерения модуля упругости при 

инструментальном наноиндентировании для гетерогенных материалов с 

наночастицами дает стабильно завышенную оценку упругого модуля особенно 

при малых нагрузках, что характерно для большинства исследовательских работ. 

6. Сравнение результатов 

В таблице 6 приведены сводные результаты, полученные методами 

одноосного растяжения образцов с прямоугольным сечением, одноосного сжатия 

цилиндрических образцов, а также инструментального индентирования для шести 

типов порошков при постоянном массовом содержании включений наночастиц 

2 %. Исходя из данных сводной таблицы 6, следует отметить большое 

расхождение в абсолютных значениях модуля упругости при различных 

методиках измерения. Для каждого из рассмотренных методов приводится ряд 

преимуществ и недостатков, приводящих к такому существенному различию. 

Однако стоит заметить, что при рассмотрении модуля упругости наполненного 

полимера относительно модуля ненаполненной эпоксидной смолы, полученного 

соответствующим методом, полученные данные совпадают в пределах 

погрешности измерений. 

Как показано на рисунке 46 порошки Таркосила дают прирост от 5 до 15 % 

прироста модуля упругости при уменьшении размера от 63 до 24 нм. Порошки 

Аэросила дают прирост модуля от 2 до 7 % в диапазоне размеров от 18 до 11 нм. 
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Таблица 6. Сравнение различных методик испытаний по испытанию эпоксидной 

смолы DER-330+ИМТГФА с добавлением 2 % масс. нанопорошков 

Название 

порошка 

Удельная 

площадь 

поверхно

сти, м
2
/г 

Средний 

диаметр 

частиц 

порошка 

теоретиче

ский, нм 

Модуль 

упругости 

растяжение, 

МПа 

Модуль 

упругост

и сжатие 

, МПа 

Модуль 

упругости 

наноиндентиров

ание, МПа 

DER-330 - - 1500±45 800±45  

Аэросил 

A-200 
199±10 16 1515±45 827±25 6650±200 

Аэросил 

A-300 
280±10 11 1525±45 837±25 6700±210 

Аэросил 

A-380 
242±10 13 1540±45 845±25 6770±220 

Таркосил 

T-05 
50±5 63 1570±50 857±25 6750±250 

Таркосил 

T-15 
96±5 33 1610±50 874±25 7030±250 

Таркосил 

T-20 
134±5 24 1630±50 890±25 7200±250 

Столь незначительный прирост относительного модуля упругости в 

пределах погрешности измерений, несоответствие измеренной удельной 

поверхности порошка Аэросила А-380 с паспортным, а также выявление 

агломератов частиц порошка Аэросила не позволяют в достаточной степени 

определять модуль упругости наполненного полимера и в дальнейшем 

рассматриваться не будут. 
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Рисунок 46 – Зависимость относительного модуля упругости гетерогенного 

материала от среднего размера включений при массовом содержании 2 %, 

измеренных различными методами 

Для сравнения полученных результатов подставим их в диаграмму из 

обзорной работы [1] для полимерных смесей, содержащих в своем составе 

эпоксидную смолу и нанодисперсные частицы диоксида кремния, приведенной на 

рисунке 47. В работе рассматриваются полимерные смеси на основе эпоксидной 

смолы с различными отвердителями и нанодисперсными частицами диоксида 

кремния разных производителей. Более того, существенно различаются способы 

введения нанодисперсных частиц диоксида кремния. Встречаются работы как с 

механических перемешиванием, с ультразвуковой гомогенизацией частиц, как в 

настоящей работе, или введение частиц в виде предварительно подготовленной 

высококонцентрированной смеси, так и так называемый «золь-гель» метод, когда 

синтез нанодисперсных частиц происходит непосредственно в полимерной смеси. 

Кроме того, при приготовлении наполненного полимерного состава применяют 

различные растворители для снижения вязкости, вакуумирование смесей с целью 

уменьшения содержания воздуха в смоле, применяют различные химические 

модификаторы для полимерной сшивки как смолы с отвердителем, так и с 

наночастицами. Поверхность частиц химически модифицируют, сушат, 

подвергают механоактивации. Таким большим разнообразием технологических 
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методов и обусловлен большой разброс в упругих свойствах отвержденного 

наполненного полимера. 

 
Рисунок 47 – Сравнение полученных экспериментальных данных с 

существующими моделями гомогенизации 

Полученные в настоящей работе экспериментальные результаты хорошо 

согласуются с данными из обзорной работы [1]. Результаты, лежащие выше 

полученных в настоящей работе данных, получены с помощью золь-гель метода, 

а результаты ниже – путем механического смешения нанодисперсного диоксида 

кремния с эпоксидной смолой. Кроме того, полученные результаты расположены 

внутри вилки Фойгта-Рейсса, пересчитанной через массовое содержание. 

Отношение модуля Юнга нанодисперсных включений к модулю матрицы 

принято равным 1

2

100
E

E
 . 
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Выводы по Главе 3: 

Получены экспериментальные зависимости упругих характеристик 

гетерогенного материала на основе эпоксидной смолы, наполненной 

нанодисперсными частицами диоксида кремния различной дисперсности. 

Показано, что при увеличении массового содержания включений с 0 до 5 % 

наблюдается рост упругих характеристик наполненного полимера. 

Показано, что рост модуля упругости гетерогенного материала может 

зависеть от размера частиц. Показано, что с уменьшением диаметра наночастиц с 

63 до 20 нм наблюдается рост модуля упругости гетерогенного материала при 

постоянной содержании включений. 

В зависимости от типа применяемого порошка рост упругих характеристик 

различен. Порошки Таркосила приводят к большему росту упругих характеристик 

при том же содержании нанопорошка по сравнению с Аэросилами. Такая 

особенность может быть связана с различиями в структуре наночастиц, связанной 

в первую очередь со способом их получения. 
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Глава 4 Определение упругих характеристик наноразмерных включений на 

основе моделей гомогенизации 

Применение моделей гомогенизации, описанных в первой главе, 

используется для прогнозирования упругих свойств смесей от объемного 

содержания включений, а так же для аппроксимации экспериментальных данных. 

Однако в нашем случае, когда точно не определены свойства включений, 

использование моделей гомогенизации затруднительно. В данной главе 

рассматривается экспериментально-теоретический подход для определения 

зависимости упругих свойств от размера, а также сравнение полученной 

зависимости с зависимостями, определенными другими методами. 

1 Модели гомогенизации для оценки упругих свойств наночастиц 

На первом этапе требуется выбор и построение теоретических зависимостей 

эффективных упругих свойств в зависимости от содержания включений. Развитие 

математических моделей определения эффективных свойств гетерогенных сред 

продолжается уже больше полутора веков и до настоящего времени не 

существует единой классификации всех методов осреднения упругих свойств. 

Следует упомянуть монографии, в которых обсуждается развитие существующих 

методов и подходов к осреднению механических свойств [95; 98; 144]. В 

настоящей работе приведем для сравнения ряд широко распространенных для 

сравнения с полученными в главе 2, а также для прогнозирования упругих 

свойств эпоксидной смолы, наполненной порошками диоксида кремния. Эти же 

зависимости являются наиболее широкими границами по определению 

осредненных модулей, соответственно именно такие границы должны определить 

диапазон возможных значений для упругих модулей наночастиц. Представленные 

зависимости моделей гомогенизации упругих свойств запишем в общем 

безразмерном виде 1 1
1

2 2

ˆ ˆ, , ,
E

E f m
E





 
  

 
 и 1 1

1

2 2

ˆ ˆ, , ,
L

L f m
L





 
  

 
. При изменении 

отношения между упругими модулями включений и матрицы могут быть 
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получены серии кривых эффективных модулей упругости в зависимости от 

объемного содержания. Составляется однородная изотропная упругая смесь из 

нескольких фаз. Для упругих характеристик смеси можно записать связь между 

механическими компонентами смеси и объемными долями фаз, как проделано 

Фойгтом, Рейссом, Хашиным и др. Такие модели хорошо описывают 

механические свойства смеси вплоть до объемных долей 40-50 %. Так, например, 

модели гомогенизации Фойгта [145; 146] и Рейсса определяют верхние и нижние 

границы объемного модуля и модуля сдвига гетерогенного материала в виде, 

также называемой вилкой Хилла [144]. Модель Фойгта представляет собой 

суммирование компонентов пропорционально их объемным содержаниям: 

1 1 2 2

1 1 2 2

ˆ

ˆ

K m K m K

m m  

  


 
     (4.1.1) 

Модель Рейсса представляет собой нижние границы модуля объемного 

сжатия и модуля сдвига гетерогенного материала и записывается в виде: 

2 1 1 2

1 2

2 1 1 2

1 2

ˆ

ˆ

m K m K
K

K K

m m

K

 










 


     (4.1.2) 

Границы вилки Хилла могут быть сужены в рамках моделей Хашина [102] и 

Штрикмана [102]. В данных моделях сделано предположение о принципе 

минимума дополнительной работы или дополнительной энергии гетерогенного 

материала. Эффективный модуль объемного сжатия и модуля сдвига в модели 

Хашина записывается как модель Фойгта с дополнительным слагаемым: 
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   (4.1.3) 

Модель Штрикмана записывается следующим образом: 
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   (4.1.4) 

Перечисленные модели позволяют определять зависимость модулей 

упругости от объемной концентрации включений. Сопоставление существующих 

моделей гомогенизации свойств и предложенных приведено на рисунках 48-50. 

Стоит отметить, что все модели могут описывать упругие свойства гетерогенного 

материала в диапазоне объемного содержания от 0 до 1. Некоторые из 

зависимостей, описывающих упругие модули, совпадают, как например, для 

случая модели Фойгта и случая 8.1, в то время как остальные модули 

гетерогенного материала расходятся. Для каждой из модели гомогенизации 

требуется два независимых соотношения для описания двух упругих модулей 

гетерогенного материала. Некоторые из моделей прогнозируют значения упругих 

модулей гетерогенного материала, лежащих вне диапазона между упругими 

параметрами фаз, что требует отдельного изучения.  
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Рисунок 48 – Сопоставление предложенных моделей гомогенизации (7.1, 7.2, 8.1, 

8.2) с существующими моделями для модулей объемного сжатия и сдвига 

 
Рисунок 49 – Сопоставление предложенных моделей гомогенизации (7.1, 7.2, 8.1, 

8.2) с существующими для модулей Юнга и стесненного сжатия 

 

 
Рисунок 50 – Сопоставление предложенных моделей гомогенизации (7.1, 7.2, 8.1, 

8.2) с существующими для коэффициента Пуассона и модуля упругости 

2 Применение функций гомогенизации механических свойств к 

определению модуля компонентов 

Применение функций гомогенизации требует их анализа в виде  
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 1 1 2 2 1
ˆ ˆ, , , , ,E f E m E       (4.2.1) 

где f  - функция, выражающая одну из упругих констант нанофазы, которая 

зависит от объемного содержания, двух упругих констант матрицы и двух – 

гетерогенного материала, а также от второй константы. Различные модели 

осреднения по-разному связывают эти параметры, поэтому при преобразовании 

(4.2.1) могут возникать особенности. Так, например, приводя модель Фойгта 

(4.1.1) к виду (4.2.1): 

2
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    (4.2.2) 

Отсюда видно, что в случае малых содержаний включений может иметь 

место сингулярность ввиду малых величин числителя и знаменателя.  

Для модели Рейсса (4.1.2) проведем аналогичное преобразование (4.2.1): 
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    (4.2.3) 

Знаменатель должен быть больше нуля, значит экспериментальные 

значения модулей не должны быть больше соотношений: 
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     (4.2.4) 

Такое ограничение в модели Рейсса приводят к высоким оценкам модуля 

включений в случае, если неравенство выполняется, и к отрицательным 
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значениям в случае, когда экспериментальные значения модуля смеси не 

удовлетворяют неравенству. 

Предлагаемый подход заключается в использовании моделей 

гомогенизации и экспериментальных данных для расчета модулей упругости 

наночастиц при их различном характерном размере. Для того, чтобы использовать 

подобный подход необходимо ввести ряд гипотез для расчета, которые обычно 

используются при подходах осреднения упругих свойств. Во-первых, модули 

упругости наночастиц являются положительными и находятся в диапазоне 

модулей от модуля Юнга песка ~1 ГПа до модуля Юнга идеального кристалла 

кварца ~ 100 ГПа. Во-вторых, механическая смесь представляет собой 

взаимопроникающие фазы матрицы и фазы включений, равномерно 

распределенные по объему материала. В-третьих, непрерывная матрица, 

окружающая дисперсные частицы, обладает упругими свойствами 

макроматериала и не изменяются с изменением размера включений и их 

объемного содержания. Отличием нанодисперсных частиц является то, что уже 

при небольших массовых содержаниях включений имеется огромное количество 

частиц, образующих площадь поверхности контакта матрицы и других фаз. Кроме 

того, существует ряд теорий описывающих образование третьей фазы на границе 

между матрицей и включением – так называемый межфазный слой. При 

предлагаемом подходе рассчитываемые упругие свойства включений не 

учитывают свойств межфазного слоя. Следует отметить, что, мы производим 

подбор значения упругого модуля дисперсной компоненты таким образом, чтобы 

экспериментальная зависимость модуля от объемного содержания была описана 

теоретическими зависимостями вида  1 2 1
ˆ , ,E f E E m . Для одного из 

компонентов макроскопические свойства установлены экспериментально. 

Измеряя напряжения и деформации смеси, можно с помощью формулы 

определить упругие свойства второго компонента. Существенный вклад вносит 

также большое различие в упругих модулях для наночастиц и матрицы – их 

значения могут отличаться на два и более порядка. Зависимость модуля Юнга 
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гетерогенного материла от объемного содержания при различных соотношениях 

модулей матрицы и фазы включений представляют собой серию линий, 

построенных на рисунке 51. Рассчитанные теоретические значения возможно 

сопоставить с полученными ранее экспериментальными при тех же объемных 

содержаниях. Зная точное значение Е2, можем преобразовать данную формулу: 

1
1

2 2

ˆ
1 1

E E
m

E E

 
   

 
     (4.2.5) 

 
Рисунок 51 – Эффективный модуль Юнга по формуле Фойгта для различных 

соотношений между модулями фаз 

Подбирая различное соотношение 1 2/E E ,построим серию линий. Из 

экспериментальных данных имеем значение модуля для матрицы и значения 

эффективных модулей в диапазоне объемных содержаний до 2,5 %. Отложим 

значения эффективного модуля по формуле Фойгта для объемного содержания 

2,4 % на экспериментальной кривой (см. рис. 51). Каждому значению модуля 

упругости гетерогенного материала будет соответствовать экспериментальное 

значение модуля на кривой зависимости от характерного размера при одном и том 

же содержании, как показано на рисунке 51.Зная экспериментальное значение для 

матрицы гетерогенного материала, возможно построить экспериментально-

теоретическую зависимость модуля включения от диаметра (Рисунок 51). 
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Рисунок 52 – Относительный модуль Юнга, полученный из экспериментальных 

данных по одноосному нагружению 

Рассуждая подобным образом, возможен расчёт и по другим моделям. 

Рассмотрим набор экспериментальных данных для модуля Юнга, по которым 

проводится определения модуля наночастиц при различных объемных 

содержаниях. Зеленым цветом обозначены вилки Фойгта-Рейсса для объемных 

содержаний 0,1; 0,2; 0,4, рассчитанные моделью Фойгта, а красным – 

рассчитанные моделью Рейсса. В обоих случаях, подбирая модуль для включения, 

удается описать экспериментальную зависимость. В случае если 

экспериментальная зависимость возрастает, оценки Фойгта и Рейсса для модуля 

включения возрастают. Зависимость Фойгта дает нижний предел модуля фазы 

включений, а Рейсса верхний предел. И в том и в другом случае набор 

экспериментальных данных ложится на край зависимостей (Рисунок 53). 

При подсчете модулей упругости нанообъектов будем рассматривать 

модели Фойгта, Рейсса, Хашина, Штрикмана, а также модели для случаев 7.1, 7.2, 

8.1, 8.2. Для случая 7.1, как и для модели Рейсса, экспериментальные значения 

модуля Юнга, превышают допустимый диапазон оценки, что приводят к 

значениям 1E  ,т.к. 2

2

ˆE
E

m
 , аналогично соотношению (4.2.4). Поэтому 

предложенные модели не позволяют оценить модули упругости нанообъектов. 
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Рисунок 53 – Расчет модуля упругости наночастиц с помощью моделей Фойгта 

(красным) и Рейса (зеленым). Цифрами на графике обозначены объемные 

содержания, для которых производился расчет 

3 Сравнение результатов с экспериментальными данными 

инструментального наноиндентирования 

Полученные данные позволяют оценивать значения модулей упругости 

наночастиц для моделей Фойгта, Хашина, Штрикмана, а так же случаев 7.1, 7.2, 

8.1 и 8.2. Чтобы количественно сравнить полученные оценки, на рисунке 55 

приведена экспериментальная кривая, описывающая приведенный модуль 

упругости при наноиндентировании образца, состоящего из осажденных 

сферических частиц диоксида кремния, как показано на рисунке 54. На данном 

рисунке видно, что представленные зависимости качественно описывают рост 

модуля упругости. Модели Фойгта, Штрикмана, а также случаев 7.2, 8.1, 8.2 

лежат достаточно близко друг к другу и демонстрируют рост модуля Юнга 

наночастиц Таркосила на 30-50 % при уменьшении среднего размера частиц с 63 

до 22 нм. 
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Рисунок 54 – Изображение отпечатка индентора на поверхности осажденных 

частиц диоксида кремния с характерным размером 167 нм, взятое из работы [147] 

Модель Хашина, дает как завышенные значения в целом относительно 

других предложенных моделей, так и показывает существенный рост модуля 

более чем на 300 %. Экспериментальные оценки в исследуемом диапазоне 

размеров демонстрируют средние значения прироста модуля Юнга между 

моделью Хашина и другими моделями. Модель Рейсса и модель для случая 7.1 

должны располагаться кривой, построенной для модели Хашина и не позволили 

оценить упругие модули наночастиц. 

 

Рисунок 55 – Сравнение полученных значений для модуля упругости наночастиц 

с экспериментом Lu An [147] 

Рассматриваемые модели, как уже подчеркивалось ранее, позволяют 

получать две независимые константы для упругого материала, таким образом 

можно получить оценки и для других упругих модулей. На рисунке 56 показана 
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зависимость коэффициента Пуассона от характерного размера частиц. Модели 

Фойгта и Рейсса не позволяют описать вторую константу, т.к. в них изначально 

делается предположение о равенстве коэффициентов Пуассона фаз, что 

существенно ограничивает применимость данных моделей. Модель Штрикмана и 

модель 8.2 дают оценку коэффициента Пуассона для наночастицы, близкую к 

значениям коэффициента Пуассона матрицы. Модель Хашина, а также модели 

для случаев 7.1, 8.1 демонстрируют значения близкие к значениям 

макрохарактеристикам коэффициента Пуассона для кварцевого стекла. 

Коэффициент Пуассона, рассчитанный по модели 7.2, меньше значений 

макрохарактеристик.  

 
Рисунок 56 – Зависимость коэффициента Пуассона от характерного размера 

наночастиц, рассчитанных по моделям Хашина, Штрикмана, а также для случаев 

7.1, 7.2, 8.1, 8.2 

Кроме того, с уменьшением характерного размера частиц, зависимости 

коэффициента Пуассона от характерного размера имеют тенденцию к 

уменьшению (для моделей Хашина и 7.1, 7.2, 8.1). Экспериментальных оценок 

зависимости коэффициента Пуассона с уменьшением размера не найдено, так как 

данная механическая характеристика весьма мала на макромасштабах, 

относительно погрешности измерений, то для наномасштаба корректное 

определение на сегодняшний день невозможно. 
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4 Сравнение результатов с данными, полученными методом 

молекулярной динамики 

Рассчитанные значения модуля всестороннего сжатия позволяют сравнить с 

данными по объемному модулю сжатия, рассчитанном для наночастиц кремния 

различного размера с помощью метода молекулярной динамики [62]. 

 
Рисунок 57 – Относительный модуль всестороннего сжатия для наночастиц в 

зависимости от размера 

Как показано на рисунке 57, значения, полученные для случаев 7.1, 7.2 и 8.1 

демонстрируют уменьшение модуля с уменьшением размера частиц. Модель 

Хашина, показывает, что модуль с изменением размера остается постоянным, а 

модели Фойгта, Штрикмана и модель случая 8.2 свидетельствуют о росте 

объемного модуля. При этом данные молекулярной динамики из работы Уткина 

А.В. [62], говорят о том, что существенные изменения модуля происходят при 

достижении размера 10 нм, в то время как данные теоретико-экспериментального 

подхода показывают, что уже при 63 нм модуль существенно отличается. 

Таким образом, на сегодняшний день не существует единственно 

правильной модели из рассмотренных, позволяющей с помощью теоретико-

экспериментального подхода, определить две независимые константы 

наночастиц. По-видимому, это существенно связано с тем напряженно-

деформированном состоянием, которое мы используем для определения 
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осредненных упругих характеристик гетерогенного материала. Чем лучше 

аппроксимированы экспериментальные кривые двух независимых констант, тем 

точнее возможно предсказание модулей нанообъектов. Кроме того, малые 

содержания нанодисперсных частиц, а также большая разница между модулями 

матрицы и фазы включений приводят к тому, что объемное содержание фаз 

влияет на точность в определении модулей отдельных фаз. 
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Заключение 

Проведен комплекс теоретических и экспериментальных исследований 

физико-механических характеристик гетерогенного материала на основе 

эпоксидной смолы и наночастиц SiO2. На их основании сделаны следующие 

обобщения и выводы: 

1. На основе различных гипотез совместного напряженного 

деформированного состояний составляющих фаз получены модели 

зависимостей упругих параметров гетерогенного материала от объемного 

содержания и упругих характеристик материалов его компонентов. 

2. Показано, что лишь один из рассмотренных случаев (случай № 7) 

полностью удовлетворил всем трем законам сохранения. Полученная 

модель удовлетворяет значениям в крайних точках и находится внутри 

существующих верхних и нижних границ описания упругих свойств 

гетерогенного материала. 

3. Для шести типов нанодисперсных включений диоксида кремния получены 

зависимости модулей упругости от концентрации в диапазоне от 0 до 

5 вес. %. С ростом содержания наночастиц модули Юнга и стесненного 

сжатия возрастают для всех типов включений, причем введение 

наночастиц Таркосила в целом показало больший прирост упругих свойств 

по сравнению с наночастицами Аэросила (до 25% при содержании 5 вес. % 

Таркосила Т-20). В исследуемом диапазоне размеров наночастиц 

Таркосила от 63 до 20 нм прирост модуля упругости гетерогенного 

материала составил от 5 до 25 % (при постоянном содержании наночастиц 

в количестве 5 вес. %). 

4. С использованием экспериментальных данных и выбранных моделей 

гомогенизации рассчитаны упругие характеристики наночастиц SiO2, а 

также установлен характер роста модулей упругости наночастиц 
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Таркосила и Аэросила при уменьшении характерного размера от 63 до 

20 нм и от 16 до 11 нм, соответственно. 

5. Полученная зависимость модулей упругости наночастиц SiO2  от их 

характерного размера показала качественное совпадение с подобной 

зависимостью, полученной методом молекулярной динамики и методом 

инструментального наноиндентирования. 
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